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1. (7p)
(a) Visa att om p &r ett primtal och a &r ett godtyckligt heltal giller
antingen att p|a eller att sgd(p,a) = 1.

(b) Visa att om p &r ett primtal och a och b dr heltal sddana att p|ab
galler det att p|a eller p|b.

(c) Visa genom att ge ett motexempel att slutsatsen i (b) inte haller
om man tar bort kravet pé att p ar ett primtal.

2. (6p) Lat n > 2 vara ett heltal och k ett heltal sddant att 0 < k < n—2.
Visa genom ett kombinatoriskt resonemang att

n+2\ n 49 n n n
k+2) \k+2 k+1 k)
3. (6p) Att tva stokastiska variabler X och Y &r oberoende betyder att
PX=zANY =y)=P(X =z)P(Y =y) for allaz € Vx och y € Vy.
Visa att detta medfor att E[XY] = E[X]E[Y]. Visa ocksd genom

motexempel att denna slutsats inte géller om man frangér kravet att
X och Y ar oberoende.

4. (6p) Lat A = {1,2,3,4} och B = {r,b,g}. Ange P(A), P(B), Ax B
och B x A. Géller det att r € P(B)? Giller det att (2,9) € A x B?

5. (6p) Betrakta grafen i figuren nedan.

(a) Légg till en kant s& att den graf som bildas har en Eulervig fran
b till d.
(b) Légg till en kant till s3 att den graf som bildas har en Eulercykel.

Du méste givetvis argumentera for att det du astadkommit &r riktiga
16sningar.

6. (6p) I en nagot annorlunda skidstafett ingick i varje lag tre deltagare
och det kordes tio strackor (p&d 3 km). Inom laget fick man fordela



strackorna som man ville med restriktionen att varje deltagare skulle
kora minst tva striackor. Ett lag utgjordes av Lisa, Pelle och Kajsa.
Lisa tog i genomsnitt 11 minuter pa sig for sina stréckor, Pelle tog 12
minuter pa sig och Kajsa 15 minuter. Lagets sammanlagda tid blev 2
timmar och 1 minut. Hur méanga stréckor akte var och en?

7. (6p) De fyra ishockeylagen A, B, C och D har gatt till slutspel dar A
stills mot B i semifinal medan C och D drabbar samman i den andra
semifinalen. Segrarna mots sedan i en final ddr den slutlige méstaren
koras. Béde semifinaler och final spelas i bést av tre matcher. I en
given match giller att

e A slar B med sannolikheten 0.8,
e A slar C med sannolikheten 0.7,
e A slar D med sannolikheten 0.6,

e D slar C med sannolikheten 0.6.
Vad ar sannolikheten att A blir méastare?

8. (7p) Finns det négra heltal n > 1 sddana att kvoten

5" —1
4n —1

blir ett heltal? (Ditt svar maste naturligtvis motiveras for att ge
poéng.)

/Johan Jonasson
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Losningar

(a) Om sgd(p,a) = d > 1 géller att d|a och d|p. Eftersom p &r ett
primtal méste det d& gélla att d = p.

(b) Om inte p|a giller enligt (a) att sgd(p,a) = 1. Dérfér kan man
finna tva heltal u och v sddana att au+pv = 1. Multiplicera med
b och f& b = abu + pbv. Enligt forutsittning géller att plabu och
det dr trivialt att p|pbv varfor p|abu + pbv, dvs p|b.

(c) 6/(2-3) men 6 delar varken 2 eller 3.

. Lat A vara en mingd med n + 2 element och mirk tva av dessa med

z och y. Antala sitt att valja ut k + 2 element &r summan av antalet
satt att gora det med bade z och y, med £ men utan y, med y men
utan z och utan bade x och y. Dérav inses att det onskade sambandet
géller.

P(A) = {0,{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3, 4}
{1’27 3}7{172’ 4}’ {173, 4},{2’ 3, 4}, {1’2’ 3’ 4}} OCh

P(B) = {0,{r},{b},{g},{r, b}, {r. g}, {b, g}, {r,b,g}}. AXB ={(z,y):
z € {1,2,3,4},y € {r,b,g}} och Bx A = {(z,y) : « € {r,b,g},y €
{1,2,3,4}}. Det giller inte att r € P(B). Déremot &r det sant att
(2,9) € Ax B.

. Sétt Z = XY. Per definition av vintevarde géller att

E[Z] = Y 2P(Z =2).

2€Vy

P(Z=2)=P(XY=2=» Y PX=zAY=y)
reVx yeVyixy==2

=Y ) PX=z)PY =y)
c€Vx yEVy ixy==2

Genom att sitta in detta i definitionen och mdblera om summan en

aning far man
EZ] =) Y wyP(X=2)P(Y =y)
rEVx yeVy

=) zP(X =1)) yP(Y =y) =EX]E[Y].

reVx yey



Det enklaste motexemplet fir man om man later X vara vilken stokastisk
variabel som helst som inte &r en konstant och later Y = X. Ex-
empelvis kan X vara 1 med sannolikheten 1/2 och —1 med sanno-
likheten 1/2. D& blir XY = X2 = 1 si att E[XY] = 1, medan
EX|E[Y] = (E[X])? = 0.

. I (a) lagger vi till en kant mellan h och f. D& far alla noder utom b
och d hdmnt gradtal varfér det finns en Eulervig mellan dessa noder.
I (b) kan vi dessutom légga till en kant mellan b och d si att alla noder
far jamna gradtal varfér det finns en Eulercykel.

. Lat z vara antalet strackor som Lisa akte, y antalet strackor som Pelle
akte och z antalet striackor som Kajsa tog hand om. Vi har ekvation-
ssystemet
11z + 12y + 152 = 121
{ z+y+2z=10

L&s ut z ur den andra ekvationen och f& att z = 10 — z — y och sétt in
detta i den forsta ekvationen vilket ger

11z + 12y 4+ 15(10 — z — y) = 121

dvs
4z + 3y = 29.

Detta &r en 16sbar diofantisk ekvation, ty sgd(4,3) = 1. Det giller att
4-1-3-1=1s4att 4-29—3-29 =29, dvs (29, —29) &r en losning.
Den allménna l6sningen ges da av

(z,y) = (29 — 3n, —29 + 4n),n € Z.

Med n = 8 far vi (z,y) = (5,3) och med n =9 far man (z,y) = (2,7).
Detta ar de enda fall som uppfyller villkoren i uppgiften. For fallet
x =5,y = 3 far man z = 2 vilket ger en godkind l6sning, medan fallet
=2,y =T ger z =1 vilket inte uppfyller villkoret att alla skulle &ka
minst tva strickor. Losningen &r alltsé (z,vy, z) = (5, 3,2), dvs att Lisa
tog 5 strackor, Pelle 3 strackor och Kajsa 2 strackor.

. Antag att laget L m&ter motstandaren M och att varje match mellan
dem slutar med seger for L med sannolikheten p. Om lagen mots
tre gdnger blir antalet segrar for L en binomialfordelad(3,p) stokastisk
variabel, X. Vi far att sannolikheten att L star som slutsegrare &r
P(X >2) = p*+3p?(1—p) = 3p®—2p>. Dirfor giller for en matchserie
om bist av tre att



A slar B med sannolikheten 0.896,
e A slar C med sannolikheten 0.784,
e A slar D med sannolikheten 0.648,
e D slar C med sannolikheten 0.648.

Lat F vara handelsen att A stdr som slutsegrare och F' vara héndelsen
att D slar ut C. D4 giller att

P(E)y=P(ENF)+ P(ENF° =P(E|F)P(F)+ P(E|F°)P(F°)
= 0.896 - 0.648 - 0.648 + 0.896 - 0.784 - 0.352 =~ 0.623.

. Man fragar om det finns nagra positiva heltal n sddana att 4™ —1|5"—1.
Svaret dr nej. For att inse detta gor vi olika analyser av fallen da n &r
udda respektive nér n dr jimnt.

Om n &r jamnt géller n = 2m for ndgot positivt helta m sa att 4" —1 =
42m —1=16m-1=1"—1=0mod 5, dvs 5[4" — 1. Om nu 4" — 1
ska dela 5™ — 1 kravs d& att &ven 5" — 1 &r delbart med 5, vilket
uppenbarligen inte dr sant da ju 5™ — 1 =4 mod 5 for alla n.

I fallet d& n &r udda réknar vi istéllet mod 3: Eftersom n ar udda
kan vi skriva n = 2m + 1 for ngot ickenegativt heltal m. Vi har att
4" —1=1" -1 =0 mod 3 for alla n, dvs 3|4" — 1 for alla n medan
5" —1=5*"t _1=5.25" —-1=2.1" —-1=1mod 3, dvs 5" — 1
ar inte delbart med 3.



