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Rekursionsekvationer

Givet en rekursiv funktion #r det i allménhet svart eller rent av omdgjligt
att hitta en explicit formel. Det finns dock en viktig klass av rekursioner,
sa kallade linjéira rekursioner med konstanta koefficienter, for vilka det finns
generella metoder. Vi ska titta pa tva olika metoder att bestimma explicita
formler sddana rekursioner.

Definition 1 Enlinjir rekursion med konstanta koefficienter av grad
p dr en rekursion pd formen

Un = C1Gp—1 + Colp_o + -+ + Cpn_p + f(n),

dir ¢; € R och f dar en godtycklig funktion. Om f(n) =0 for alla n sd siger
vt att rekursionen dr homogen.

Exempel 1 Fibonacci-talen F,, definieras som Fy =0, F(1) =1 och
Fn:Fn—1+Fn—2> n>1
vilket dr en linjdr homogen rekursion med konstanta koefficienter av grad 2.

Vi ska borja med att visa hur man hittar en allméin 1osning i fallet da vi har
en homogen 16sning. For att gora det mer &verskadligt sa antar vi forst att
graden dr 2 sa vi har

Qp = C1Gp_1 + Co0p_2.

Till att borja med “gissar” vi att det finns en 16sning a,, = r™ fér nagot r.
Satter vi in detta i ekvationen sa far vi

r"® = 017“”_1 + CQTH_2.

Dividerar vi med r"~2 och flyttar 6ver till viinsterledet sa far vi
7"2—017‘—02:0,

vilket kallas for den karakteristiska ekvationen. Antag att denna har
rotterna 7 och ry. Da giller att 7] och r bada uppfyller rekursionen. Men
i sjélva verket &r det sa att varje v, = arf 4 brj dér a och b dr konstanter
uppfyller rekursionen. Detta ser vi genom direkt inséttning i rekursionen

_ n n n—1 n—1 n—2 n—2
Up — CLUp_1 — CoUp_o = ary +bry —ci(ary 4+ bry ") — colar? =+ bry =)
= a(r? — e — o) + b(ry — erh T — epri?)

a-04+b6-0=0.

Om det ar tva olika rotter till karakteristiska ekvationen s kan man visa att
detta dr alla mojliga losningar. Om det dédremot #r en dubbelrot 7, = ry sa
ar en godtycklig 16sning pa formen

v, = ary + bnry.

Det &r en litt ovning att kontrollera att dessa #r losningar.
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Exempel 2 Vi dtervinder till Fibonacci-talen F, = F,_1 + F,_5. Den
karakteristiska ekvationen blir > — r — 1 = 0. Denna har lésningarna
r1o = (14++/5)/2. En allmin l6sning till rekursionen ges alltsd av

wee(5) o (57)
2 2

Nu har vi ocksa tva ‘basfall” Fy = 0 och Fy =1 wvilket ger

0=a+0b,
U1 2e () o ().

som har lésningen a = 1/\/5 och b = —1/\/5. Lésningen dr alltsd

R ((1 +2\/5)"_ (1_;5)”).

Observera att F,, dr ett heltal per definition av rekursionen sd var komplice-
rade formel ger alltsa alltid ett heltal vilket inte dr helt uppenbart ndr man
ser den.

Om vi har en rekursion av grad p sa kommer ocksa den karakteristiska ekva-
tionen att vara av grad p. Vi kommer att fa fler rotter men i 6vrigt fungerar
det som i fallet p = 2 och en allmén 16sning kommer att se ut som

P

_ n

ap = E our;,
i=1

dér oy dr godtyckliga konstanter och r; dr de olika rotterna till karakteristiska
ekvationen.

En liten komplikation har man om den karakteristiska ekvationen har kom-
plexa rotter. En losning kommer fortfarande att vara av samma form men
denna kommer nu att innehalla potensen av komplexa tal vilket kan vara
kimpigt. Men man kan skriva om den med hjilp av foljande tva likheter.
Forst bryter vi ut absolutbeloppet av det komplexa talet och trigonometrin
ger 0ss

x-l—iy:\/x?—i-yQ( ) = /2?2 + y?(cosa + isin ),

xz . Y

dér « #r vinkeln mellan (z y)' och z-axeln (i positiv led). Anledningen ér
att det dr enkelt att ta potensen av ett komplext tal med beloppet 1. Vi har
némligen

(cos a + i sin @)™ = cos na + 7 sin na

som kallas deMoivres formel.
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Anmirkning 1 Man definierar €' som

i ..

e~ = Coskx + 1sIn o
och di dr deMoivres formel inget annat dn potensregeln (e'*)" = e'*". Spe-
ciellt far man e'™ = —1 wilket dr en elegant formel som sammanfor matema-

tikens wiktigaste konstanter.

Vi visar med ett exempel hur man gor for att utnyttja detta nir man far
komplexa rotter till den karakteristiska ekvationen.

Exempel 3 Betrakta rekursionsekvationen a,, = 2a,_1 — 4a,_o. Denna har
karakteristiska ekvationen r? —2r+4 = 0 som har lésningarna T2 = 1+44/3.
En allman losning ser alltsa ut som

U = ar™ +br? = a(1 +4V3)" + b(1 — V3)".

Genom att anvinda de tvd likheterna ovan sd far v

an = a(l+iV3)"+b(1 —+/3) —2a(§+27) +2 b(§—27>

= 2"a(cos(n/3) +isin(n/3)) + 2"b(cos(7/3) — isin(7/3))
= 2"((a+b)cos(n/3) + (a — b)isin(n/3)) = 2" (ccos(n/3) + dsin(n/3)),

dir c=a+b och d = (a — b)i dr tvd nya godtyckliga konstanter.
Ickehomogena rekursionsekvationer

Vi ska nu se hur man kan angripa en linjéir rekursion som inte #r homogen.
Antag att vi har en rekursion pa formen

Qp = C10p_1 + C20p 9 + -+ -+ Cplp—p + f(n)
Lat h, vara en godtycklig 16sning till motsvarande homogena ekvation
Qp = C1Gp_1 + C20p_o + -+ + CpQp—p,

och 1at g, vara nagon losning till den ursprungliga ekvationen. Da giller att
Up = hy, + @, dr en 16sning till rekursionen eftersom

Vp = hy+ n = (Clhn—l +cohpo+ -+ Cphn—p)
+ (CIQn—l + CoQn-2 + -+ CpQn—p + f(n))
= C1Un_1 + CoUn—a + -+ + Uy + f(n).

Det &r inte svart att visa att alla losningar #r pa den formen. S3 om man
bara kan hitta en 16sning sa hittar vi alla genom att titta pa motsvarande
homogena ekvation.

Nir det giller att hitta nagon 16sning fér den ickehomogena rekursionen sa
finns det ingen allméin metod men alla medel &r tillatna. En bra strategi ér
att anséitta a, som nagot som ser ut som f(n). Exempelvis om f(n) ir ett
polynom av grad k s ansiitt a, som ett polynom av grad k och om f(n)
dr pa formen ab™ sa ansitt a, som kb dir k dr den koefficient man maste
bestdimma (b dr samma b som i f).
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Exempel 4 Betrakta rekursionen a, = Gy—1 + ap_o — n. For att hitta en
losning sd ansdtter vi a, = a+ bn. Sdtter vi in detta @ ekvationen och flyttar
over till hogerledet sd far vi

0=—(a+bn)+a+bn—1)+a+bn—2)—n=a—-3b+n(b-1).

Vilket har den unika lésningen b = 1 och a = 3. Alltsd dr ¢, = 3+n en
losning till ekvationen och den allmdnna losningen blir dd (se exemplet ovan
for losningen till det homogena systemet)

an =a (1+2‘/5> +b (1_2\/5) + (3+n).




