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Vektorer av dimension n

Definition 1 En vektor av dimension n (n-vektor) v definieras som en
ordnad n-tipel av reella tal och vi skriver

U1
V2

VvV =
Un

Mdingden av alla n-vektorer betecknas med R™.

Exempel 1 Antag att vi vill beskriva vinden i ett rum vid olika tidpunkter.
Det kan man géra med en 7-dimensionell vektor v = (:U Yy 2t Ty Yo zv)t,
dir (x,y, z) dr rumskoordinaterna, t dr tidpunkten och (4, Yy, 2,) @r hastig-
hetsvektorn for vinden i punkten (x,y, z) vid tidpunkten t.

Vi definierar nu ett antal operationer och begrepp som vi hade for vektorer
i planet och rummet for godtyckliga vektorer. Givetvis viktigt att definiera
dem sa att de stimmer 6verens med de definitioner vi redan gjort i special-
fallen n = 2 och n = 3.

Lat u = (u1 Uy ... un)t och v = (v1 Vg ... vn)t vara tva n-vektorer
och ¢ € R Vi definierar nu:

1. Addition:
Uy + 1
Uy + Vo

u+v=

Uy, + VUp

2. Multiplikation med skalér:

CU1

CU9o
cu =

Clp,

3. Skaldrprodukt:

4. Langden av en vektor:

lu=vu-u=
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I analogi med var tidigare erfarenhet av vektorer i planet och rummet gor vi

foljande definitioner.

Definition 2 Vi sdger att tvd vektorer u och v dr parallella om det finns
ett reellt tal ¢ sd att cu = v och vi sdger att de dr ortogonala om u-v = 0.

Det dr nu en viktig (men kanske inte jittekul) uppgift att visa att dessa
definitioner foljer samma rikneregler som de vi tidigare visat for vektorer i
planet och rummet. Manga av bevisen &r helt identiska och vi gor visar en
av dem som exempel och anviinder sedan detta for att visa att Pythagoras
sats giller ocksa i godtycklig dimension.

Proposition 1 Skaldrprodukt dr distributiv éver addition, dvs
u-(v+w)=u-v+u-w
for n-vektorer u, v och w.

Bevis. Vi far direkt fran definitionen av addition och skaldrprodukt (och
med uppenbar notation) att

Ui V1 + wy
U9 Vg + Wa n
u-(v+w) = : . : =Zui(vi—|—wi)
: ’ i=1
Up, Up, + Wy,

n n n
= g uivi—i-uiwi:g uivi—i-g UW; =U-V+U-W.
i=1 i=1 i=1
U

Sats 1 Pythagoras sats gdller ¢ godtycklig dimension n, dvs om u och v dr
ortogonala n-vektorer sa gdller att

lu+v|? = |u* + |[v]Z

Bewvis.  Forutséttningen att u och v dr ortogonala &r ekvivalent med att
u-v = (0. Genom att utnyttja definitionen av léingd av en vektor och propo-
sitionen ovan sa far vi

11—|-V2 = u+v)-(u+v)=u-u+u-v+v-u+v-v
| |

Linjdra avbildningar
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Vi ska nu titta pa matriser av godtycklig storlek och bla se hur varje matris
ger upphov till en linjir avbildning.

Kom ihag att en matris av typ m X n var ett tvadimensionellt filt av reella
tal med m rader och n kolonner. Om tva matriser A och B ér av typ m X n
respektive n X p sa definierade vi C' = AB som en matris av typ m X p med
element c;; som ligger i rad ¢ och kolonn j som

n
— at —
cij=a; b; = E Qikbrj,
k=1

a; 4r rad 7 i A och b; &r kolonn 7 i B. Man kan alltsd se varje element i
produkten som en skaldrprodukt mellan (transponatet av) en rad i A och en
kolonn i B.

Anmérkning 1 Notera foljande likhet

u-v=uv,

ddr produkten i hogerledet dr matrismultiplikation mellan en matris med bara
en rad och en annan med bara en kolonn. Observera ocksd att om u och v dr
n-vektorer (=n X 1-matriser) s dr u'v ett tal medan uv® dr en n X n-matris.

Antag att vi har en m x n-matris A och en n-vektor v. Da giiller att Av #r
av typ m x 1, dvs en m-vektor. Vi ser alltsa att en m x n-matris A ger en
avbildning som till varje element i R® ordnar ett element i R™.

Definition 3 Ldt A vara en m X n-matris. Dad definierar vi matrisavbild-
ningen f som hor till A som

f(v)=Av, f:R" — R™.
Exempel 2 Ldt f vara projektionen frin R® pa R? som projicerar rummet

ortogonalt pd xy-planet. Det betyder helt enkelt att punkten (x,y, z) ska av-
bildas pd (z,y). Detta svarar mot matrisen

100
A‘<010)’
<100)Z_(x)
010)|Y y

Projektionen dr alltsa en matrisavbildning.

ty vi har att

Vi rekapitulerar att en avbildning var linjir om

fx+y)=fx)+ f(y) och f(ex) = cf(x),

for alla vektorer x och y samt reella tal c.
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For matrisavbildningen som hor till A sa far vi

fx+y)=Ax+y)=Ax+ Ay = f(x) + f(y)

och
flex) = A(ex) = (Ae)x = (cA)x = c¢(Ax) = cf(x),

sa att matrisavbildningarna &r linjéira. Omviint kan man visa att alla linjéra
avbildningar fran R till R™ &r matrisavbildningar som hor till nadgon m x
n-matris. Begreppen matrisavbildningar och linjéira avbildningar #r alltsa
ekvivalenta.

Exempel 3 Vi ska nu betrakta ortogonal projektion pd en godtycklig linje 1
R™, dvs varje vektor + R* ska projiceras ortogonalt pa en linje L 1 R*. Man
kan ange en linje 1 R® pd parameterform precis som 1 planet och rummet
genom X = Xy + tv,

I .’L‘Ol U1
) .’L‘OQ (%)

= +t ,
Ty z0, Un

ddr xq dr en punkt pda L och v en riktningsvektor for L. I analogi med tidigare
sd definierar vi ortogonala projektionen av X pd L, X, som den vektor cv
som dr sidan att x — Xy, dr ortogonal mot v. Detta ger

0=(x—xX7)- V=X-V—cV-V,

och fran detta loser vi ut c =x-v/v -v och far

1

= W(X'V)V,

X7, =CV

vilket paminner om en formel vi kinner igen (hdr har vi inte normerat riki-
ningsvektorn v ). Nu ska vi utnyttja likheten x-v = x'v och att multiplikation
av ett tal med en matris dr kommutativ vilket ger

1, 1, 1

= W( = W(VV )X.

XL
Detta misar att den ortogonala projektionen pa en linje L med riktningsvektor
v ar en linjdr avbildning med matrisen

1

= W(vv ).

t

Observera att som vi ndmnde tidigare dr vv' en n X n-matris.



