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Determinanter

Vi ska nu definiera determinant for godtyckligt stora kvadratiska matriser.
Vi ger en ‘konceptuell’ definition som inte ger nagon formel for att rikna ut
den utan bara vilka egenskaper vi vill att den ska ha.

Definition 1 FEn determinant dr en funktion som till varje kvadratisk ma-
tris A ordnar ett tal

a;n a1 ... QAip

91 Q922 ... aopn
detA=| .

Ap1 Qp2 ... Opn

med foljande egenskaper:

1. Determinanten dr en linjar funktion av varje kolonn.
2. Om tva kolonner dar lika sa dr determinanten noll.
3. Determinanten av identitetsmatrisen ar ett.

Anméirkning 1 For att definitionen ska vara meningsfull maste man visa
att determinanten existerar och att den dar unik vilket inte dr helt enkelt.

Vi ska utifran definitionen nu hirleda ett effektivt sitt att beridkna determi-
nanten.

Definition 2 Vi definierar de elementéira radoperationerna att vara fol-
jande tre typer

1. Byte av tvd rader.
2. Multiplikation av en rad med ett tal skilt fran noll.
3. Addition av en multipel av en rad till en annan rad.

Fran definitionen av determinant far vi direkt att determinanten inte alls
paverkas av den tredje typen av elementira radoperationer och att den mul-
tipliceras med det aktuella talet for den andra typen. Om man byter tva
rader sa #ndras tecknet pa determinanten. Det far man néstan omedelbart
fran definitionen (se bevis i avsnitt 4.1 i boken). Vi har alltsa full kontroll pa
vad som héinder med determinanten om man utfoér en elementir radoperation
pa en matris.

Man kan med viss moda bevisa att determinanten inte #indras om man trans-
ponerar matrisen, d vs

det A = det A°.

Fran detta far vi att alla regler som géller for rader ocksa giiller f6r kolonner.
Man kan t ex addera en multipel av en kolonn till en annan kolonn utan att
#ndra determinanten.

Nu ska vi formulera tva resultat som ger ett sitt att berikna determinanten
mha elementéira radoperationer. (Ett bevis i fallet n = 3 av foljande sats
finns i boken i avsnitt 4.3.)
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Sats 1 Antag att A dr en dvertrianguldr (eller undertrianguldr) matris med
diagonalelement a;;. Da gdller att

det A = ﬁ A -
=1

Det idr alltsa enkelt att direkt berikna determinanten for en trianguléir ma-
tris. For en godtycklig matris giller det helt enkelt att overfora den till en
triangulir matris med hjilp av elementira radoperationer och om vi note-
rar vilka radoperationer vi gor sa kan man da beriikna determinanten for en
godtycklig (kvadratisk) matris. Man kan ju nu fraga sig om denna metod
alltid lyckas, och det gor den:

Sats 2 Varje n X n-matris kan overfora till en dvertrianguldr matris mh a
elementdra radoperationer.

Beuvis. Vi gor ett induktionsbevis 6ver n. For basfallet antag att n = 2 och

att
a b
(v D).

Om a = 0 sa byt de tva raderna och saken #r klar. Om a # 0, sa addera
—(c/a) ganger forsta raden till den andra. Da far vi

(5 8) = (6 a=bere)

och dirmed &r saken klar.

Antag nu att pastaendet ér sant for alla matriser av storlek (n—1) x (n—1).
Vi ska visa att i sa fall giiller det ocksa for n x n-matriser. Lat A vara
en godtycklig n x n-matris. Det ricker att visa att vi kan fa hela forsta
kolonnen utom forsta elementet till nollor, ty betrakta den del av matrisen
A som bestar av de n — 1 sista kolonnerna och de n — 1 sista raderna. Denna
kan overforas till en 6vertriangulidr matris enligt induktionsantagandet och
dirmed &dr dven A det (eftersom vi hade nollor i forsta kolonnen foérutom
forsta elementet.

Om alla element i forsta kolonnen redan #r noll sa &r saken klar. Antag
nu att atminstone ett av dem é&r skilt fran noll. Byt eventuellt rader sa att
a;1 # 0. Om man sedan adderar —(a;/aq1) ganger rad 1 till rad i for alla
2 <1 < n sd kommer raderna att fa en nolla i férsta platsen och didrmed &r

saken klar. O
Exempel 1 Vi anvinder dessa satser for att berikna

3 6 9

2 7T =2

4 11 24

Vi anvinder metoden att addera en limplig multipel av en rad som vi utnytt-
jade 1 beviset av forra satsen och far

3 6 9 1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 7 =2/=312 7 =-2/=3|0 3 -8 =310 3 -8 =3-1-3-20=180.
4 11 24 4 11 24 0 3 12 0 0 20



Forelédsning 6, IT del-B HT2001 3

Linjira ekvationssystem

En linjir ekvation i n obekanta x, zs,... ,x, éir en ekvation pa formen

n
E a;T; = b,
i=1

dir a; och b ér fixa tal. Ett linjirt ekvationssystem med m ekvationer
och n obekanta &dr helt enkelt m stycken siddana ekvationer och en losning
till ett sddant system &r en n-tipel som satisfierar alla ekvationerna.

Titta tex pa det linjira ekvationssystemet

T+2y+3z=12
Jy—8z=14
20z =40

Vi kan kort skriva detta som Ax = b, déir

1 2 3 T 12
A=10 3 -8],x=|y|,b=|14
0 0 20 z 40

Matrisen A kallas for koefficientmatris och b kallas for hogerledsvektor.
Eftersom den sista ekvationen bara innehaller z sa far vi fran denna att z = 2.
Sétter vi nu in detta i den andra ekvationen (som bara innehaller y och z)
sa far vi 3y = 14 4+ 16, dvs y = 10. Om vi nu sétter in dessa virden i
forsta ekvationen sa far vi x = 12 —2-10 — 3 -2 = —14. Att det blev sa
hir enkelt att bara successivt substiuera de olika variablerna hiinger samman
med att koefficientmatrisen #r triangulir. Detta forfarande brukar kallas for
bakatsubstitution.

Antag nu att koefficientmatrisen inte dr triangulir. Vi vet att vi kan goéra den
overtriangulir mh a elementéra radoperationer och det hirliga dr att dessa
inte dndrar losningsméngden om man inkluderar hogerledsvektorn som en
extra kolonn. (Detta brukar kallas for totalmatrisen.) Att byta tva rader
har uppenbarligen ingen effekt och att multiplicera en rad med ett tal skilt
fran noll svarar enbart mot att multiplicera bada leden med talet (eftersom
vi inkluderat hogerledet som en extra kolonn). For den tredje elementiira
radoperatorn att addera en multipel av en rad till en annan s antag att
Ei=apx1+- -+ ap,x, — by =0o0ch By = ag1x1 + -+ a0y, — by = 0 dr
tva linjéra ekvationer Vi ska visa att

By =0 och By =0

E2 = 0 E2 + kEl = 0
har samma losningar. Om det forsta ekvationssystemet dr uppfyllt sa &r
uppenbarligen det andra ocksa det. Antag nu att det andra dr det. Eftersom
E, = 0sa far vi £y = —kE; = 0 sa alltsd dr ocksa det forsta systemet

uppfyllt och dirmed #r saken klar. Vi har alltsa visat att de elementéiira
radoperationerna inte dndrar 16sningsméngden.



Forelédsning 6, IT del-B HT2001 4

Exempel 2 Betrakta ekvationssystemet

3z 4+ 6y + 92 = 36
20 + Ty — 22 = 38
4z + 11y + 24z = 102.

Vi far koefficientmatrisen utvidgad med hogerledsvektorn till

3 6 9 36
2 7 =2 38
4 11 24 102

Med elementdra radoperationer sa far vi

3 6 9 36 1 2 3 12 12 3 12 12 3 12
2 7 =2 B|e2 7 -2 B0 3 -8 14|03 -8 14].
4 11 24 102 4 11 24 102 0 3 12 54 0 0 20 40

Detta trianguldra system har vi redan lést m h a bakdtsubstitution och vi far
z=2,y=10 och r = —14.

Detta siitt att overféra totalmatrisen till en évertrianguléir matris och sedan
bakatsubstituera kallas for Gausselimination.
Om vi &r i tre dimensioner sa dr en linjér ekvation

11 + a9y + asxs = b

ekvationen for ett plan. Man kan da se losningarna till ett ekvationssystem
med tre ekvationer som skiirningspunkterna mellan tre plan. Som vi sag pa
gruppdvningen (alternativt titta i avsnitt 5.1.1 i boken) kan denna skiirning
vara ingenting, en punkt, en linje eller ett helt plan. Det ér alltsa inte alltid
som i exemplet att man far en enda unik 16sning. Observera dock att om
alla element pa diagonalen i den triangulira matrisen &r skilda fran noll sa
far vi en unik 16sning fran bakatsubstitutionen for i varje steg bestdms nésta
variabel unikt. Eftersom alla element pa diagonalen &r skilda fran noll om
och endast om determinanten for koefficientmatrisen A &r skild fran noll
(Varfor?) sa far vi en unik 16sning om det A # 0.

Vad hiinder om det A = 0?7 Vi tittar pa exemplet med totalmatris

W DN =
[S2 SN ]
* W W

1
2/,
4

dér a dr nagot tal. Vi ser hir att koefficientmatrisen A har det A = 0
eftersom de tva forsta kolonnerna #r en multipel av varandra. Om vi utfor
Gausselimination sa far vi

1231 |t 2 3 1 [t 2 3 1 12 3 1
2 43300 -3 1la00 1 -1/3</0 0 1 ~1/3
36ad4 [00a-91 [00a-9 1 000 1+(a—9)/3
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Den sista ekvationen ér nu 0 = 1+ (¢ —9)/3 som har 16sning om och endast
om konstanten a = 3. Det finns alltsa bara 16sning om ¢ = 3. Antag nu
a = 3. Da far vi

1 2 3 1
0 01 —1/3],
000 O
vilket ger x3 = —1/3. Sedan far vi inget villkor pa x5 eftersom vi har en nolla

i andra diagonalelementet. D& #r x, vad man brukar kalla en fri variabel
och vi kan siitta xy =t dér ¢ dr en parameter. Den forsta ekvationen ger da
x1=1—2t—3-(—1/3) =2 — 2t och vi far l6sningen

331:2—2t
332:t
1‘3:—1/3,

vilket dr ekvationen for en linje pa parameterform.

Vi sag i exemplet att vi fick antingen ingen eller oéndligt manga losningar
om det A = 0. Man kan generalisera vart resonemang och i allménhet har vi
foljande viktiga resultat.

Sats 3 Eit kvadratiskt ekvationssystem med koefficientmatris A har en unik
losning om och endast om det A # 0. Om det A = 0 sd finns det antingen
wngen losning eller odndligt manga losningar.



