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Relationer

Teori6vningar

1. Denna uppgift handlar om partiella ordningar.

(a)

(d)

Lat Sy ={d € Z": d| N}, dir N € Z och N > 2. Undersok
Sy for N =6,7,8,12,30,74. Vad dr det som avgér om Sy ér en
stor eller liten méngd? Vad dr det minsta respektive storsta antal
element som Sy kan innehalla? For vilka N blir Sy minst?

Antag nu att vi vill ordna mingden Sy pa nagot siitt. Det finns
ett mycket traditionellt sitt att gora detta pa, ndmligen med ‘<.
Man kan uttrycka det med hjilp av relationsbegreppet genom att
definiera relationen R; pa Sy som:

aR1b <= a <.

Rita Hasse-diagrammet for R; da N = 7,12, 30.

Ett sétt att delvis ordna Sy &r att erséitta “a < b” med “alb,” dvs
a delar b. Vi infor alltsa relationen R, definierad som:

aRyb <= a | b.

Motivera att detta #r en partiell ordning pa Sy. Rita Hasse-
diagrammet for Ry, da N = 7,12,30. Relationen Ry ger upphov
till en ordning av elementen i Sy. Kan man hir alltid avgéra
vilket av tva givna element som “kommer forst” i denna ordning?
(Det #r inte alltid man kan (eller vill) avgora vilket av tva element
i en méngd som &r ‘storst’ (bést eller vackrast).)

For vilka N dr Ry respektive Ry en total ordning.

2. Denna uppgift handlar om ekvivalensrelationer.

(a)

Antag att vi vill arbeta med rationella tal och kunna rikna exakt.
Detta kan vi t ex gora genom att betrakta ett rationellt tal 3 som
ett ordnat par, (a, b), av heltal dér b # 0. Det finns dock flera saker
att tinka pa, bla: Finns det flera par som representerar samma,
rationella tal? Detta ger upphov till en relation pa Z x (Z \ {0}).
Skriv ner den. Vilka relationsegenskaper uppfyller den? Detta ger
en partition av Z x (Z \ {0}), pa vilket sitt? Man kan nu téinka
sig (Forsok!) de rationella talen som Z x (Z \ {0}) med er fina
ekvivalensrelation.

Definiera addition och multiplikation pa (ekvivalensklasserna av)
talparen i Z x (Z\ {0}) sa att dessa stimmer 6verens med addition
och multiplikation av rationella tal si som ‘det brukar vara’. (Tala
alltsd om vad (p, q) + (r, s) och (p, q) - (r, ) ska vara) Forsok sedan
visa att dessa ir vildefinierade, d vs att det inte spelar nagon roll
vilken representant i ekvivalensklasserna for (p, ¢) resp. (r, s) som
vi viljer.
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(c) Visa att multiplikationen i forra uppgiften #r associativ och att
distributiva lagen géller. Hér far ni enbart utnyttja de rikneregler
vi kiinner for heltalen.

3. Man kan representera en relation som en graf. Hur kan man fran denna
graf avgora om relationen #r reflexiv, symmetrisk, antisymmetrisk re-
spektive transitiv.

4. Ett annat sitt att representera en relation dr med hjélp av en boolsk
matris, som dr en matris med bara ettor och nollor. Om vi har en re-
lation R pa en dndlig mingd A = {a1, as, ... ,a,} sd bildar man dess
matris M4 genom att lata element (4, j) vara 1 om a;Ra; och 0 annars.
Hur kan man i matrisen se om relationen #r reflexiv, symmetrisk re-
spektive antisymmetrisk? Transitiviteten &r lite svarare, men man kan
anviinda M?%. Vad betyder en etta i M%? Hur kan man anviinda detta
till att avgora om relationen #r transitiv?

Dator6vningar

1. Skapa funktioner som givet en kvadratisk boolsk matris avgér huruvida
motsvarande relation dr reflexiv, symmetrisk, antisymmetrisk respek-
tive transitiv. (Funktioner ni kan ha anvindning for &r bla TRACE
och SIZE.)

2. Testa era funktioner pa slumpmissiga boolska matriser. Goér det for
ett stort antal 3 x 3-matriser och kolla hur stor andel av dessa som har
de olika egenskaperna. Vad far ni for ‘empiriska sannolikheter’ for de
olika egenskaperna? Beriikna de teoretiska sannolikheterna. (Hur kan
man gora detta med Matlab? For transitiviteten ér det nog klokt att
ta till Matlab.) Gor om det for 4 x 4-matriser.



