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ON-matriser

Definition 1 En linjdr avbildning frain R® tll R* dr isometrisk om den
bevarar lingder, dvs om

| Ax| = |x],
for alla vektorer x € R*. Motsvarande matris siges vara en ON-matris.

Exempel 1 Fzempel pi isometriska avbildningar dr rotationer kring origo
och spegling genom origo. Bdda dessa typer av avbildningar bevarar uppen-
barligen lingden hos en vektor.

Man kan visa (se boken avsnitt 6.2) att ON-matriser inte bara bevarar lingder
utan skaldrprodukter i allménhet, dvs

Ax- Ay =x-y,

for alla vektorer x och y. Detta ger att om A dr en ON-matris och man tar
en ON-bas ey, ... , e, s& kommer ocksa Aeq,... , Ae, att vara en ON-bas, ty
alla kommer fortfarande vara av lingd 1 och skaldrprodukten mellan olika
element kommer att vara 0. Men vi vet sedan tidigare att

A= (Ae1 AGQ s Aen)
sa vi far:

Sats 1 Den kvadratiska matrisen A dr en ON-matris om och endast om dess
kolonner utgor en ON-bas.

Exempel 2 Betrakta matrisen

1/v/3 1/v/6  1/V2
A=|[1/V/3 1/vV6 —1/V2
1/vV3 —=2/vV6 0

Vi ser att alla kolonmer har ldngd 1 och att de dr parvis ortogonala. Alltsd
ir A en ON-matris.

Ett alternativt sdtt att uttrycka att kolonnerna i en matris A #r ortonor-
merade dr att siga att A’A = I, ty nir man beriknar A’A si tar man
skaldrprodukt mellan kolonnerna i A. Denna produkt blir identitetsmatrisen
om och endast om skaldrprodukten av en kolonn med sig sjilv (dvs ling-
den i kvadrat) blir 1 och skaldrprodukten mellan olika kolonner blir 0. Men
om A'A = T si maste A® = A~!) si vi har foljande viktiga egenskap hos
ON-matriser som gor det en barnlek att berikna dess invers.

Sats 2 Den kvadratiska matrisen A dr en ON-matris om och endast At =
AL
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Diagonalisering

En diagonal matris ér en matris som bara har nollor utanfor diagonalen.
Sadana matriser #r vildigt enkla att hantera pa alla mojliga séitt och vi ska
se hur man kan utnyttja detta for bl a symmetriska matriser.

Definition 2 Lat A vara en n X n-matris. Vi sdger alt A dr diagonali-
serbar om det finns inverterbar matris P och diagonal matris D sdidana
att

A= PDP'.

En direkt tillimpning av diagonaliseringen &r att det blir snabbt att berikna
en godtycklig potens av A. Vi far

A? = (PDP Y (PDP™') = PD(P'P)DP™! = PD*P,
vilket med en uppenbar induktion ger
A" = PD"P !,

Det ér trivialt att beriikna D™ och sedan behéver vi bara multiplicera med
P och P L.

Genom att multiplicera med P fran hoger i bada leden sa far vi den ekviva-
lenta likheten

AP = PD.

Antag nu att A har n stycken linjéirt oberoende egenvektorer vy, ... , v, med
motsvarande egenviirden Ai,...,\,, dvs Av; = \;v; for ¢ = 1,... ,n. Lat
P vara matrisen som har vq,... ,v, som kolonner och lat D vara den diago-
nalmatris som har A;,..., A\, pa diagonalen. Eftersom kolonnerna &r linjéirt
oberoende sa kommer P att vara inverterbar. Vi far

AP:A(vl vn):(Avl Avn):()\lvl )\nvn):PD.

Vi har alltsa visat att om A har n stycken linjért oberoende egenvektorer sa
ar den diagonaliserbar. Omvéint si antag att A = PDP~! #r diagonaliserbar.
Da ser man direkt fran AP = PD att kolonnerna i P &dr egenvektorer till A
med elementen i D:s diagonal som egenvirden. Vi har alltsa visat foljande:

Sats 3 En n X n-matris dr diagonaliserbar om och endast om den har n
stycken linjdrt oberoende egenvektorer.

Genom att utnyttja vad vi vet om symmetriska matriser sa far vi foljande
foljdsats:

Sats 4 Till varje symmetrisk matris A sd finns det diagonal matris D och
ON-matris P sidana att

A= PDP".
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Exempel 3 Vi sdg senast att

A= (1.

hade egenvirdena 1 respektive 1/2 med motsvarande (normerade) egenvekto-
rer (1/v/2)(1 1)t och (1/+/2)(1 — 1)t. Vi sitter da enligt receptet ovan

1 /1 1 1 0
SR L (A
vilket ger

1/1 1 1 0 1 1 11 1/2 1 1
t_ _ 1t _
PDP =5 <1 —1) (0 1/2) (1 —1) 2 (1 —1/2) (1 —1) =4
som satsen lovade o0ss.

Singulirvirdesuppdelning

Nu ska vi titta pa vad man kan géra om man har en matris som inte &dr
diagonaliserbar. Om man slipper pa villkoret P = @) i faktoriseringen A =
PDQ' av en symmetrisk matris s visar det sig att man alltid kan finna en
sadan faktorisering av en godtycklig (inte nodvindigtvis kvadratisk) matris.
Beviset av foljande sats ligger utanfor den hir kursen.

Sats 5 Lat A vara en m X n-matris. Dd finns det matriser U, V och %
sadana att:

1. A=UXVY
2. U ar en ON-matris av storlek m X m.
3.V dr en ON-matris av storlek n X n.

4. X dr en ‘diagonal’ matris av formen

op 0 0 0
g2 0 0

Y= 0 -
: S ¢ 7

dir oy > 09> ---> 0, > 0.

Faktoriseringen A = UXV* kallas for en singuléirvirdesuppdelning (SVD)
av A och (o1,... ,0,) kallas for A:s singulérvirden.

Anmirkning 1 Matrisen ¥ dr unikt bestamd (och ddrmed dr singuldrvdr-
dena unikt bestamda), men ddremot dr matriserna U och V' inte unikt be-
stimda.
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Det finns ingen enkel algoritm att berikna SVD av en matris fér hand, dér-
emot finns det bra numeriska metoder som limpar sig for datorbersikningar.

Vi ska dock se att faktoriseringen hiinger ihop med de symmetriska matri-
serna AA' och A'A. Antag att A = UXV" éir en SVD av A. Vi far da

AA' = (USVHUDVYH = USVIVEU! = U(ZEH) U

Observera att X! dr diagonal med o? pa diagonalen s& vi ser att vi har en
diagonalisering av AA!. Detta ger att kolonnerna i U &r egenvektorer till
AA* med motsvarande egenvirden o2. P4 motsvarande séitt far vi att

ATA = V(SIE)VE.

Detta ger att kolonnerna i V' (det éir dérfér man envisas med att ha V* istéllet
for V) dr egenvektorer till A*A.

En viktig tillimpning pa SVD é&r att man kan utnyttja den till att ta ut det
viktiga ur en matris som innehaller nagon typ av information. Exempel finns
inom signalbehandling, om A #r en term/dokument-matris fér informations-
sokning (sa kallad LSI som ni horde om péa temaforeldisningen) och om A
innehaller pixlarna till en bild. Vi ska nu antyda hur det hir fungerar.

Om vi later kolonn 7 i U vara u; och kolonn ¢ i V' vara v; sa far vi

o 0 0 - i o 0 .
0 o9 0 -+ -+ - 0 V%
A=USV! = (u u u,) |0 0 1] =
Y SR TTRI TR I W
0 0 -+ «-- 0 --- 0 "

Observera forst att u; v} dr m X n-matriser, sa att summan i hogerledet &r en
uppdelning av A som summan av r stycken matriser. Eftersom kolonnerna
i U och V dr normerade sa kommer alla element i u;v! att vara smé (< 1).
Dérmed kommer det att vara singulirvirdena som avgor hur stora matriserna
i summan #r. Om vi nu tar en del av summan

s
E : t

o;u;v,
i=1

med s < r sa kommer denna att vara nistan lika med A om o; for ¢ > s ér
mycket mindre &n det storsta singuldrvirdet o .

For signalbehandling och for LSI fungerar det sa att man genom att bara
ta med de storsta singuléirviirdena filtrerar bort skriip i informationen. Nér
det giller bilder sa kan man pa det hér séttet komprimera lagringen av dem
genom att forsumma termerna da i > s. (Det finns idag béttre metoder for
komprimering, men detta exempel ér en bra illustration hur SVD fungerar.)

T
t
i=1



