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Vektorprodukt

Vi sag senast att absolutbeloppet av determinanten gav areaférandringen for
en linjir avbildning i planet. Speciellt sag vi (4ven om vi formulerade det lite
annorlunda) att arean av den parallellogram som spéandes upp av vektorerna
u och v var |det (u v)|. Man kan ocksa uttrycka denna area som

|u||v]sin a,

dar o dr minsta vinkeln mellan u och v. Detta kan man se genom att obser-
vera att om u utgor basen sa ar hdjden i parallellogrammen inget annat an
|v|sin o

Definition 1 En vektortrippel (u, v, w) i rummet siges vara hbgeroriente-
rad om vyn frin w:s spets ger att minsta vridningen fran u till v dr moturs
(positiv). Om det dr tvdrtom sd sdges den vara vinsterorienterad.

Ett annat sétt att siiga detta ar att tummen, pekfingret och langfingret pa ho-
ger hand (i den ordningen) utgor ett higerorienterat system (om langfingret
pekar uppat) och motsvarande pa viansterhanden utgor ett vinsterorienterat
system.

Vi ska nu definiera en produkt mellan vektorer i rummet. Observera att detta
ar en operator pa vektorerna i rummet och alltsa ger en vektor (till skillnad
fran skaldrprodukten). Notera ocksa att den inte &r definierad i planet.

Definition 2 Ldt u och v vara tva vektorer © rummet och lit o vara minsta
vinkeln mellan dem. Vi definierar dd vektorprodukten, u x v, mellan u
och v som den unika vektor som uppfyller:

1. om u och v dr parallella sa dru x v = 0.

2. lux v| = |u]|v|sina, dvs lika med arean av parallellogrammen som u
och v spinner upp.

3. u x v dr ortogonal mot bade u och v.
4. (u,v,u x v) utgor ett hogersystem.

Det star i definitionen “den unika vektor som uppfyller” sa att det krivs
ett argument for att visa att definitionen dr korrekt. Det andra villkoret
bestammer ju lingden pa u x v. Det tredje villkoret ger att den dr en normal
till planet som spanns upp av u och v. Detta ger tva mojligheter: ‘uppat’ eller
‘nedat’. Denna tvetydighet tas om hand av det sista villkoret och ddrmed ar
ocksa riktningen unikt bestdmd och dérmed dr vektorn unikt bestdmd.

Exempel 1 Lit (e,, ey, e.) vara en hogerorienterad ON-bas (om vi inte sd-
ger annat s kommer en bas alltid att antas vara hogerorienterad). Vi har att
e, X e, = e, eftersom arean av parallellogrammen som spinns upp av e, och
e, dr 1 och ddrmed lika med |e,| och dessutom per definition av e, sd dr e,
ortogonal mot bida de andra basvektorerna och (e,, ey, e,) dr hogerorienterad
enligt antagandet.
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Sats 1 Lat u, v och w wvara tre vektorer i rummet. De uppfyller:
1. uxv=-vXxu.
2. (cu) x v=c(uxv), ceR.
Jux (V+w)=uxv-+uxw.

Av dessa ar de tva forsta enkla, medan den tredje har ett icke-trivialt bevis
som till stora delar finns i boken. Vi ska nu utnyttja dessa regler for att ge
en mycket anvindbar formel i koordinatform fér vektorprodukten sa att man
latt kan rdkna ut den for godtyckliga vektorer.

Sats 2 Lit u = (ml i zl)t och v = (xg Y2 zz)t i en (hdgerorienterad)
ON-bas. Da gdller att

e, e, e,
uxv = (1 Y1 21
T2 Y2 <2
= (Y122 — Yo21)€s — (T120 — $221>ey + (21y2 — T2y1)€.
Y122 — Y221
= —T129 + T221
T1Y2 — T2U1

Anmérkning 1 Determinanten ¢ satsen ska enbart ses som en formell de-
terminant som kan anvindas som minnesregel, eftersom elementen 1 forsta
raden dr vektorer och ej tal.

Bewvis. Genom att gora samma resonemang som i exemplet ovan for 6vriga
kombinationer av basvektorerna sa far vi:

e, Xe,=e, e Xe =—€,
e, Xe, =e€, e Xe,=—¢,
e, X e, =e; e, xXe =—e,

e, xe,=0,e,xe,=0,e, xe, =0.
Om man anvinder detta och riknereglerna ovan sa far vi

uxv = (r1e; +yie, + z1€;) X (26, + Y€, + 22€,)
= (122 — yQZl)ey X e, — (T122 — Ta21)€. X €, + (X1Y2 — Tay1)€y X ey

= (th2e — Yor1)e, — (T122 — $221)ey + (z1y2 — T2y1 )€
O

Exempel 2 Bestim en vektor som dr vinkelrdt mot bade u = (2 3 4)t

och v = (2 1 5)t. Per definition dr u x v ortogonal mot bide u och v. Vi
berdknar u x v med hjdlpa av satsen och far

e, e, e, 3:5—4-1 11
uxv=1|2 3 4|=[-2-54+2-4]=|-2
2 1 5 2:-1-3-2 —4
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Vi ska nu bland annat visa att determinanten for en 3 x 3-matris verkligen ger
volymférandringen. Forst observerar vi att om M = (u v W) sa avbildar
M enhetskuben pa den parallellepiped som spinns av u, v och w. Alltsa ger
volymen av parallellepipeden som spénns av u, v och w den volymf6riand-
ring som den linjdra avbildningen given av M ger. Formlerna for skaldr- och
vektorprodukt i koordinatform ger att

det (u v w)=det(w u V)t:(uxv)-w.

Den forsta likheten fas genom att transponera (som inte dndrar determi-
nanten) och sedan gora tva radbyten som byter tecken tva ganger och dér-
med inte heller dndrar determinanten. Den andra likheten fas fran formlerna.
(Man byter ut basvektorerna (e,,e,,e.) mot w:s koordinater i den formella
determinanten.)

Vi ska nu berdkna volymen V' av parallellepipeden som spédnns av u, v och
w. Antag forst att (u, v, w) ar ett hogerorienterat system. Om « dr vinkeln
mellan u x v och w s& far vi (se figur)

V = basytan x héjden = |u X v||w|cosa = (u x v) - w.

uxv

Detta var precis vad vi ville visa. Vi antog dock att vi hade ett hogerorienterat
system. Om istéllet (u,v,w) &r vinsterorienterat s observera att (v,u, w)
ar hogerorienterat och vi far att

(uxv)- w=(-vxu)-w=—(vxu)-w=-V
enligt berdkningen for hogerorienterade system ovan. Vi far alltsa till slut att

det (u v w)= V,  om (u,v,w) ir hogerorienterad,
| =V, om (u,v,w) ar vinsterorienterad,

dar V' ar parallellepipeden som spinns av u, v och w.
Linjer
En linje i planet som inte ar lodrit kan skrivas pa formen y = kx + m dér

k,m € R. En lodrét linje har ekvationen x = n fér nagot n € R. For att
slippa olika typer av ekvationer kan man skriva bada fallen som

Ax 4+ By+C =0,
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dir y = kx +m tex svarar mot A =k, B = —1och C =m och z =n tex
svarar mot A = 1, B = 0 och C' = —n. Omvént sa ar de punkter i planet
som satisfierar Ax + By + C' = 0 en réit linje.

Ett annat sétt att beskriva en linje &r med hjélp av en punkt P = (20, yo)
pa linjen och en riktningsvektor v = (Zj;) for linjen, dvs en vektor som &r
parallell med linjen. Om R = (z,y) dr en godtycklig punkt pa linjen sa ar

P—é = tv for nagot t € R. I koordinatform blir detta

A tug eller T = x9+ tvy

Y= Yo tvy Y = Yo + tvs.
Detta brukar kallas linjens ekvation pa parameterform.
Antag nu att vi har en linje given av Az + By + C' = 0. En riktningsvektor
ges av PP, dir Py och P, &r godtyckliga punkter pa linjen och fran detta

far man linjens ekvation pa parameterform. Ett annat sitt ar att helt enkelt
satta x =t (om B # 0, annars y = t) och sedan lésa ut y = (1/B)(—At—C),

()= (eu) o (i)

Hérifran ser viatt (_4,5) = (1/B)( %, ) ér en riktningsvektor. Om vi istéllet
satter y =t (antar A # 0) sa far vi x = (1/A)(—Bt — C), dvs

r\ (—C/A —-B/A
()= )= (),
I det hir fallet far vi att (~5/4) = (=1/A)( %) &r en riktningsvektor. I
bada fallen far vi alltsi att ( B,) &r en riktningsvektor.
Observera ocksa att n = (#) &r ortogonal mot riktningsvektorn ( 5,) och
alltsa ar n = (g) en sa kallad normalvektor till linjen Az + By + C = 0.

Pa motsvarande séitt ges ekvationen pa parameterform for en linje i rummet

X X (%1
—_—

yl| =0R+tv= vy | +t-|v2],

z ) U3

dar Py = (xg, Yo, 20) ar en punkt pa linjen och v en riktningsvektor.
Plan

Lat 7 vara ett plan i rummet och antag att n = (A B C’)t ar en normal-
vektor till planet, d vs n ar ortogonal mot varje vektor som ar parallell med
planet. Om Py = (xo,¥o, 20) ar en fix punkt i planet och P = (z,y,z) en
godtycklig punkt i planet, sa galler alltsa att

A T — o

—
0 = n-RP=|B]| [y—u
C Z— 2

= A(x —x9) + Bz — ) + C(z — 2)
= Az + By+ Cz+ (—Azxo — Byy — C2).
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Observera att F, antogs vara en fix punkt sa att zg, yo och zy ar nagra fixa
tal sa att D = —Axy — Byg — Czp &r ett bestamt tal. Vi far alltsa att

Ar+By+Cz+D =0

ar ekvationen fér ett plan med normalvektorn (A B C)t . Notera analogin
med ekvationen for en linje i planet.

Exempel 3 Bestim ekvationen for planet som gdr genom punkten (1,2,3)
och som har (4,5,6) som normalvektor. Vi sig ovan att ekvationen dr pd
formen 4x 4+ 5y + 62+ D = 0 for nagot D. Man bestammer enklast D genom
att utnyttja att (1,2,3) ligger pd planet si att

0=4-14+5-246-3+D =32+ 1D,
sa att D = —32 och ekvationen dr 4x + by 4+ 62 — 32 = 0.

Lat u = (931 Y1 zl) och v = (.CEQ Yo 22) vara tva ickeparallella vektorer
som ar parallella med ett plan. Da &r varje vektor w som &r parallell med
planet en linjirkombination av u och v, w = su+tv. Sa om Py = (zo, Yo, 20)
ar en fix punkt i planet och P = (z,y, z) dr en godtycklig punkt i planet sa

——

giller att PyP = su + tv for nagra s,t € R. I koordinatform blir detta

T — Xy ST, 4 tag T = Tg+ sT1 + tao
y—yo | = | sy1+ty2 | eller § y=uyo+ sy +tys
Z— 2z §z1 + tzo 2= 2zp+ sz1 + t29.

Detta brukar kallas planets ekvation pa parameterform.
Avstand

Forst ska vi ge en metod for att berdkna (minsta) avstandet d fran en punkt
P till en rat linje L. Aviém)ndet ges ju av avstandet mellan P och den punkt @)

pa L som dr sadan a’i]?@ ar ortogonal mot L. Det géller alltsa att bestimma
@, eller i varje fall |PQ)|.

R

Lat R Varagﬁx E}nkt pa L,_\)filken som helst. Da &r triangeln PQR rat-
vinklig och RQQ = RP, dvs RP:s ortogonala projektion pa L. Med hjilp av
Pythagoras sats far man da

0= PG| = \/|RPJ> - [RQJ? = \/|RP| - |RP, >
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Anmérkning 2 Observera att denna metod fungerar bade ¢ tvd och tre di-
mensioner. Notera ocksd att valet av punkten R inte paverkar resultatet.

Exempel 4 Vad ar avstindet d mellan punkten P = (1,2,3) och linjen L
given au

r=4-+t
y=05+2t
z2=6+4 3t

Lit tex R = (4,5,6) € L. Vi har att v = (1,2,3) dr en riktningvektor for L
och en enhetsvektor parallell med v ges av

. .. H .. . . H
Vi far dirmed om RQ) dr den ortogonala projektionen av RP pa L att

-3
‘E’D‘ = | -3]|=3v3.
-3
~3\ /1
— — — — 1
[RQ| = |RPy|=|(RP-e)e| = |RP-e|le] = |—= | -3 | - [2|| =

o = (7| = | [l = =y

Vi ska nu angripa problemet att berikna avstandet d mellan en punkt P =
(x,y,z) och ett plan 7 i rummet. Antag att ekvationen for planet &r given
av Ar+ By + Cz+ D = 0. Da ar

X A
Ny ey ol
C

en normalvektor till = av langd 1. Lat Py = (x¢, %o, 20) vara en godtycklig
punkt i planet. Avstandet fran P till 7 ges da av langden av den ortogonala

projektionen av ]ﬂ)’ pa normalen till planet. Vi far alltsa att
1 A R
Bl-1y—wo
A2+ B2+ (2 C Z— 29
|Az + By + Cz — (Ao + Byo + Cz)|
It
|Az 4+ By + Cz + D|
JETB

dér den sista likheten foljer av att Fp ligger i planet sa alltsa ar

—_—
0

—
d = |(e-PyP)e|=le-PP|=

A$0+By0+OZQ+D:0.

Till slut papekar vi att man bor férsoka forstd hur man kommer fram till de
olika formlerna for avstanden istéllet for att forsoka memorera dem.



