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A [Z\^] T n × n _a` VZU \�b�c�d�e T n _afZ]�g Uih \ v 6= 0 c h `j[Z\
c�kGl VZTmVZUOU A fZ]�\�g V \8c h `n`$o(p U brqPpsb�g VZU b htT `^]�l-] UOUBU!V p λ q�k v u3l/f1c

Av = λv, λ ∈ R,

g V pMp V c6vxwt\y] TED{z|D}H�~PD{��L�N|�-U bMpMp A d�� V p�] U λ g V pMp V c6vxwt\�] U�UKD{z|D(HP~����t��D�U bMpMp A d
�8�@D(���6D(��Q � d��@k U A = s · I f V \ V ` VZU \�b�c�] T c h `�c�g V p V \�`^]�l UWV p�] U s d���k�[Z\V pMp V fZ]�g Uih \�]�\y] X ] T fZ]�g Uah \�]�\�`^]�lE] X ] T ft[Z\�l}] U s d
� d���]�\ V pMps`�[ T�U c�k�p�k U A f V \ V ] T lZb V�X}htTPV ps` VZU \�b�c A = lZb V�X (a1, a2, . . . , an) d� ` ei [Z\ c UWVZT l V \¡lG¢ V c�fZ]�g Uah \ T o(`$`^]�\ i c�k X [ZpMp�]�\ VZU�U

Aei = aiei,

c�k ei [Z\ V pMp U c�k£] T ] X ] T fZ]�g Uah \ U bMpMp A `^]�l-] X ] T ft[Z\¡l}] U ai d
¤ d��@k U A =

(

cos t − sin t
sin t cos t

) f V \ V \ htU!VZU b htT gt\�b T}X¥h \�b X}h f�b T gG]�p T t ` htU o(\�c�d � `
t 6∈ {0, π} c�k�c V g TPV \ A ] X ] T fZ]�g Uih \�]�\�u U�¦ lGk§[Z\ V p�lZ\�b X v

h�¨�©
Av q V \ V pMp�]�pMp V d

ª d��@k U A f V \ V qP\ hi« ]�g U b htT ] T b R
3 q�k xy _�qPp VZT ] U uBl6f1c

A =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .

�§k X [ZpMp�]�\ VZU�U

A





0
0
1



 = 0 ·





0
0
1



 ,

c�k (0 0 1)t [Z\¬] T ] X ] T fZ]�g Uih \`^]�l®] X ] T ft[Z\¡l}] U 0 d � ` v = (x y 0)t [Z\
] T fZ]�g Uah \yb xy _�qPp VZT ] U c�k-[Z\ Av = v c�k V pMp V l}]�c�c V [Z\$] X ] T fZ]�g Uah \�]�\§`^]�l
] X ] T ft[Z\¡l}] U 1 dP¯°wt\ V pMp V�VZT lZ\ V fZ]�g Uih \�]�\�[Z\ v

h�¨�©
Av ] « q V \ V pMp�]�pMp V c�k$l}]�c�c V

[Z\§l}]$] T l V ] X ] T fZ]�g Uih \�]�\ TPV d
± HK�²���)�1HKJ�H�z³Q � ` v [Z\�] T ] X ] T fZ]�g Uih \ U bMpMp A `^]�l´] X ] T ft[Z\�l}] λ

h�¨�©
c 6= 0 d

��k X [ZpMp�]�\ VZU�U
A(cv) = c(Av) = c(λv) = λ(cv),

c�k cv [Z\ h�¨ g�c�k] T ] X ] T fZ]�g Uih \�`^]�lyc V `$` V ] X ] T ft[Z\¡l}]�d@µ�q�] ¨ b!]�pMp U g VZT ` VZT¬V pMp U bOl
ft[Zp «¶V ] T ] X ] T fZ]�g Uih \�`^]�l X bMfZ] T p�[ T}X ltu U ]¡·g VZT ` VZT ft[Zp «¶V ] T ] T�© ] U c�fZ]�g Uah \¶d
¸�¹�ºI»t¼Z½$¾¼Z½$¿�À¶º�ÁZ»{½�¼ À¶Â�À�½GÃ�ÁZº¡Ä�ÀÆÅ(Ç�È$À¶Â�À�½GÃ�À¶»GÉ�Å�º¡À�º�½�ÁZºI¾¼Z½$Ê�½GÉ�À°È�¼ZºIÀ¶½�»{Ë
¼8ÌO¼ZËÍË
Ä�Î�¾^¼�½¬»t¼Z½¬Ë�Ï�Ð�¼Ä�À�É8Â�À¶Å�¾�À¶É�º¡Ê�Ð¡»{É�Ñ�Ò&Ï�ËÔÓ�¼Z½�Ä�À�¾�À¶É�Å}Ä-ÌÕ¹�½�Â�À¶º�¼Zº�Ê�Ö�º�ÊÍ½�Ç�ÊÍÖ@×|¾À¶½´Ê
Ö�º�¼Z»GÉ�ÊÍ»ZÀ�½£À�½�Ä�¼ZÐ¡ÉÆÌÕÏ�º<Ð¡¾^Î$¾¼�É�º¡Ê�Ð¡À�º�Ø(Ù Ê@È�¼�º

Ax = λx ⇔ Ax − λx = 0 ⇔ (A − λI)x = 0Ð�Î
(A − λI)x = 0

È�¼�º ¼ZËÍËÍÉ�Ð�Î�À¶½YÊ�Ç�»�À�Ú!É�º�Ê�Ã}Ê
¼ZË1ËÍÏ�Ð�½�ÊÍ½�Â�Ø|Û8À�É�É�¼�ÁZº�À�»GÃ}ÊÍÃ�¼ZË�À¶½GÉ ¾�À�Ä
¼�É¡É

det(A − λI) = 0.Ü Ù Ê�¾ÎZÐ¡É�À�È�¼Ý¾�Ê�½�ÐÞÉ-À�½ß½�Å�ËÍË�º�¼�ÄàÀ¶ÌMÉ�À¶ºYá�¼Z¹�Ð¡ÐÞÚWÀ�Ë�ÊÍ¾ÊÍ½�¼�É�Ê�Å�½@Ørâ�ã/»GÃ�¼�É�Ê�Å�½�À¶½R¾�À�Ä
Ä�À�É�À¶º�¾�Ê�½�¼Z½GÉ�À�½m»t¼ZË�Ë�¼ZÐ�ÌÕÏ�º8Ä�À�½���ä��)ä���L�D{��JOå¶L)JOå��(ä®D}��~�ä�L)JÕNPHKD}H�Å}Ç�È�ÁZº À�½�ÖPÅ�ËÍæGÚ
½�ÅZ¾À¶»{Ã�¼�É�Ê�Å�½-¼xÃEÂZº�¼ZÄ

n
Ø
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�8�@D(���6D(����� ]�c U [Z`>] X ] T ft[Z\¡l}] T�h�¨�© ] X ] T fZ]�g Uah \�]�\ U bMpMp1` VZU \�b�c�] T

A =

(

3/4 1/4
1/4 3/4

)

.

��] T g V \ V g U ]�\�b�c U b�c�g V ]�gtf VZU b htT ] T ¢�psbM\
0 = |A − λI| =

∣

∣

∣

∣

(

3/4 1/4
1/4 3/4

)

−

(

λ 0
0 λ

)∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

3/4 − λ 1/4
1/4 3/4 − λ

∣

∣

∣

∣

= (3/4 − λ)2 − 1/16

f�bMprgG] U [Z\�]�gtf�bMf V p�] T�U `^]�l
(3/4 − λ)2 = 1/16 ⇔ λ =

3

4
±

√

1

16
=

3

4
±

1

4
=

{

1
1

2

e X ] T fZ]�g Uah \�]�\ TPV [Z\§p�w�c T b T}XGV \ U bMpMp (A − λI)x = 0 vxwt\ λ = 1
h�¨�©

λ = 1/2 d
λ = 1 �

(A − 1 · I) =

(

−1/4 1/4
1/4 −1/4

)

⇔

(

−1/4 1/4
0 0

)

� b�v¶kZ\ x =
(

t
t

) u6c�k U ]¡· x =
(

1
1

) [Z\y] T ] X ] T fZ]�g Uah \ U bMpMp&] X ] T ft[Z\¡l}] U 1 d
λ = 1/2 �

(A −
1

2
· I) =

(

1/4 1/4
1/4 1/4

)

⇔

(

1/4 1/4
0 0

)

� b�v¶kZ\ x =
(

t
−t

) u6c�k U ]¡· x =
(

1
−1

) [Z\�] T ] X ] T fZ]�g Uah \ U bMpMp ] X ] T ft[Z\¡l}] U 1/2 d
Ù8Ê�Ð�Î�Â�Ê�À��(À�¾�Ö�ËÍÀ�½-Å�ÃZ¼�½-¼�É�ÉÆ¼�½{É�¼ZË�À�É<À�ÂZÀ�½GÃ�ÁZº�Ä�À¶½EÉ�Ê�ËÍË�À¶½-¾^¼�É�º�ÊÍÐB»t¼Z½EÃ�¼Zº�ÊÍÀ�º�¼�Ø�ãIÌ
Ú
É�À�º�Ð¡Å�¾ »t¼Zº�¼Z»GÉ�À�º¡Ê�ÐÞÉ�Ê�Ð¡»t¼�À¶»GÃZ¼tÉ�Ê�ÅZ½�À�½�ÌÕÏ�º6À�½

n×n
Úa¾¼�É�º�Ê�ÐIÁZº/À¶É�É�ÖPÅ�ËÍæ}½�ÅZ¾ ¼xÃ$Â�º�¼�Ä

n
Ð�Î-»t¼Z½�Ä�À¶É§È�¼£¼ZË�Ë�É ÌÕº�Î�½

0
É�Ê�Ë�Ë

n
Ü º�À¶À�ËÍË
¼Gâ8À¶Â�À�½GÃ�ÁZº�Ä�À�½@Ø1Ù�¼ZÄ�Ð�Å�¾ ÁZº�Ã(ÊÍ»GÉ�Ê�Â�¼Zº�À

ÁZ½´¼Z½GÉ�¼ZËÍÀ¶É�À�ÂZÀ�½GÃ�ÁZº�Ä�À¶½mÁZº�¼Z½GÉ�¼ZËÍÀ¶É�Ë�ÊÍ½tÓ�ÁZº¡ÉÆÅZ¿�À¶º�Å}À�½�Ä�À�À�Â�À¶½GÃ�À�»GÉ�Å�º�À¶º�Ø�Ù8Ê Ð�ÎZÂÉ�À��
¼�É¡É�À�½�Ð¡»t¼ZË�½�ÊÍ½�Â�Ð¡¾^¼�É�º�ÊÍÐ

A = s · I
¿�¼�º�¼�È�¼ZÄ�À£À¶É�ÉÀ�ÂZÀ�½GÃ�ÁZº�Ä�À

s
×/¾À¶½ ¼�É¡É^¼�Ë�Ë
¼

ÃZÀ�»GÉ�Å�º¡À�ºyÃ�¼Zº§À�ÂZÀ�½GÃ�À¶»{É�Å�º�À¶º$Ð�ÎY¼tÉ�É�Ä�À�½¥È�¼�º
n
ËÍÊ�½tÓ�Á�º¡É�Å�¿PÀ�º¡Å(À¶½�Ä�À^À¶Â�À�½GÃZÀ�»GÉ�Å�º¡À�º¶Ø

Û8À¶Ð�Ð�¼�»�¼�½YÄ�À�Ð¡Ð�¹�É�Å�¾ ÃZÁ�Ë Ó�¼ZÐ�Ð�Î�¼tÉ�É�Ä�Ày¿�ËÍÊ�ºÆÅ�ºÞÉ�Å�Â�ÅZ½�¼ZË
¼(Ø|Û8À¶É¡É�¼�ÁZº�Ð�¼�½{É8ÌÕÏ�º�ÐÞæ}¾�Ú
¾�À¶É�º�Ê�Ð¡»t¼´¾^¼tÉ�º�ÊÍÐ�À¶º�Ê3¼ZË�ËÍ¾^ÁZ½�È�À¶É�Å(Ç�È¥Ã}ÊBÈ�¼ZºyÌÕÏ�ËÔÓ�¼Z½�Ä�ÀÐ�ÎY»t¼ZËÍË
¼ZÄ�Àå��6D{��L��)ä��Oå�ä�L�å
ÌÕÏ�º<ÐÞæ}¾¾�À¶É�º�Ê�Ð¡»t¼�¾^¼�É�º�ÊÍÐ�À�º¶Ø
	 ä�L)å£QàS8T�U!V�X³VZUOU

A [Z\�] T n × n _a` VZU \�b�c�d �§k ©�V \ A n c U�¦G¨ gG] T h \ Uah�X}htTPV p V
] X ] T fZ]�g Uah \�]�\ h ` h�¨�© ] T l V c U°h ` A [Z\ c ¦ `$`^] U \�b�c�gZd
Û8À�É�ÌÕ¹�Ë�Ë�ÐÞÉ�ÁZ½�Ä�Ê�ÂG¼�¿�À�Ã(ÊÍÐ�À�É�ÌÕÏ�ºÆÄ�À¶½�½�¼�Ð�¼�É�Ð8ÁZºÆ»�Å�¾Ö�Ë�Ê�Ç¶À�º�¼�Éx×�¾�À�½-ÌÕÏ�ËÔÓ�¼Z½�Ä�À Ã}Ê�»GÉ�Ê�ÂG¼
Ä�À¶Ë�º¡À�Ð�¹�ËÍÉ�¼tÉ�ÁZº<Ê�½GÉ�À�Ð�Î�ÐÞÃ�ÎZº¡É�¼�É¡É�¿�À�Ã(ÊÍÐ�¼�

	 ä�L)å�� S8T�U!V�X VZU�U

A [Z\^] T c ¦ `$`^] U \�b�c�g n × n _a` VZU \�b�c�d/��k [Z\�] X ] T fZ]�g Uih \�]�\ u

\�]�caq�]�g U bMfZ] v
h \ Uih�X}htTPV p V-h `:l}] © wt\ U bMpMp h psb�g V ] X ] T ft[Z\¡l}] T µ \�]�caq�]�g U bMfZ] λ d

� ]�f�b�c�d� ½GÉ�¼ZÂ�¼�É¡É A
ÁZº/Ð¡æ}¾�¾À�É�º�ÊÍÐ�»|×GÄ°ÃBÐ<¼�É�É

A = At
×{Ð�¼Z¾yÉB¼�É¡É

u
º¡À�Ð�ÖPÀ�»GÉ�ÊÍÃ�À

vÁZºKÀ�ÂZÀ�½GÃ�À¶»{É�Å�º�À¶º6É�Ê�ËÍË
A
¾�À�Ä�¾ÅZÉ�Ð¡Ã�¼Zº�¼Z½�Ä�ÀBÀ�Â�À¶½{Ã�ÁZº¡Ä�À�½

µ
º�À¶Ð�ÖPÀ�»GÉ�Ê�Ã�À

λ
Ä�ÁZº

µ 6= λ
Ø

�¬À¶Ä�¼Z½�Ä�º�¼§Å�º�ÄÐ�Î�Â�ÁZË�ËÍÀ�º6¼�É¡É
Au = µu

Å}Ç�È
Av = λv

Ø}Û8À�É3ÂGÁ�Ë�Ë�À¶º/¼�É�É�¿PÀ¶Ã}Ê�Ð�¼y¼�É¡É
u · v = 0

Ø
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á�À�½�ÅZ¾ ¼�É¡É�¹(É�½Gæ{É�ÉOÓ�¼�¼�É¡É
A = At

Å(Ç�È¬¼�É¡É
x · y = xty

Ð�Î$ÌOÎZº°Ã}Ê�¼�É�É

(Ax) · y = (Ax)ty = (xtAt)y = xt(Aty) = xt(Ay) = x · (Ay),

ÌÕÏ�º8Â�Å(Ä(Éaæ(Ç�»{ËÍÊ�ÂG¼^ÃZÀ�»GÉ�Å�º¡À�º
x
Å(Ç�È

y
Ø�Ù Ê6È�¼Zº�¼�É�É

Au = µu
Å}Ç�È

Av = λv
Ã}ÊÍË�»ZÀ�É

Â�À¶º

(Au) · v = (µu) · v = µ(u · v)
Å}Ç�È

u · (Av) = u · (λv) = λ(u · v).

�¬À¶½¬À¶½�Ë�ÊÍÂZÉ<Å�Ã�¼Z½¬ÁZº
(Au) · v = u · (Av)

Ð�Î
µ(u · v) = λ(u · v)

×�Ä°ÃBÐ

(µ − λ)(u · v) = 0.

ãIÌMÉ�À¶º�Ð¡Å�¾
µ 6= λ

Ð�Î�ÌÕÏZË Ó¡À�º3Ä�À¶É�¼�É¡É
u · v = 0

Å}Ç�È¬¿PÀ¶Ã}ÊÍÐ�À¶É�ÁZº<»{Ë�¼Zº¡É�Ø
�

Ò&ÏZº§ÊÍÇ�»ZÀ�ÚaÐ¡æ}¾�¾À�É�º¡Ê�Ð�»t¼-¾^¼tÉ�º�ÊÍÐ�À¶º§»t¼Z½�Ê/Ð¡É�ÅZº¡É�Ð�À¶É¡ÉyÃ�¼ZÄ�Ð�Å�¾ È�À¶Ë�ÐÞÉyÊÍ½{É�º�Á���¼�Ø �´¼�½
ÃZÀ¶ÉBÄ�Å(Ç�»�¼�É¡ÉB¼Z½GÉ�¼ZËÍÀ¶É�Ë�ÊÍ½tÓ�ÁZº¡ÉIÅ�¿�À¶º�Å}À�½�Ä�À�À¶Â�À�½GÃ�À¶»GÉ�Å�º¡À�º°ÊÍ½{É�À8Á�º�¾�Ê�½�Ä�º�À�ÁZ½¼Z½GÉ�¼ZËÍÀ¶É
Å�ËÍÊ�»t¼yÀ¶Â�À�½GÃ�ÁZº�Ä�À�½ 

	 ä�L)å�� e X ] T fZ]�g Uih \�]�\ U bMpMp h psb�g V ] X ] T ft[Z\¡l}] T [Z\�psb Tx« [Z\ UÆh ¢�]�\ h ] T l}]�d
� ]�f�b�c�d�� Î�É v1, . . . ,vn

Ã�¼Zº�¼
n
Ð¡Éaæ}Ç�»ZÀ¶½¥À�Â�À¶½GÃ�À�»GÉ�Å�º�À¶º�É�ÊÍË�Ë

A
¾�À�Äm¾Å�É�Ð¡Ã�¼Zº�¼Z½�Ä�À

Å�ËÍÊ�»t¼�À�Â�À¶½GÃZÁ�º�Ä�À¶½
λ1, . . . , λn

Ø �£À�Ä-¼Z½�Ä�º�¼�ÅZº�Ä�Ð�Î�ÁZº
Avi = λivi

Å(Ç�È
λi 6= λj

Å�¾
i 6= j

Ø
Ò&ÏZºÆ¼�É�É<Ã}Ê�Ð�¼�¼�É�ÉÆÀ¶Â�À�½GÃ�À¶»GÉ�Å�º¡À�º�½�¼�ÁZºÆË�ÊÍ½tÓ�ÁZº¡É3Å�¿PÀ�º�Å}À�½�Ä�À�Ð�Î�ÂGÁZË�ËÍÀ�ºBÄ�À¶É�ÖPÀ�ºÆÄ�À���½�Ê�Ú
É�Ê�Å�½-¼�É¡É<Ã}Ê�Ð�¼�¼�É¡É

0 = c1v1 + · · ·+ cnvn

Ü *)â
¿�¼�º�¼$È�¼Zº<Ä�À¶½¬É�º�ÊÍÃ}Ê�¼ZË
¼§Ë�Ï�Ð¡½�Ê�½�ÂZÀ�½

c1 = · · · = cn = 0
Ø

Ù8Ê1Â�Ï�ºÆÀ¶É¡É8¿PÀ¶Ã}Ê�Ð�¾�À�Ä£ÈtÓ�ÁZË�Ö£¼xÃ-Ê�½�Ä�¹�»GÉ�ÊÍÅ�½¬Ï�ÃZÀ�º
n
Ø
	 ¾

n = 1
Ð�Î�ÁZºÆÄ�À¶É�É�º¡ÊÍÃ}Ê
¼�ËÍÉ

Ð�¼Z½GÉx×�ÉaæEÀ¶Â�À�½GÃ�À¶»GÉ�Å�º¡À�º Á�º<Ð�»{Ê�ËÍÄ�¼�ÌÕº�ÎZ½-½�Å�ËÍËÍÃZÀ�»GÉ�Å�º¡½-Ð�Î

0 = c1v1

È�¼�º<¿�¼Zº�¼�É�º�ÊÍÃ}Ê�¼ZË�ËÍÏ�Ð�½�ÊÍ½�Â�Ø
 ½{É�¼ZÂ�½{¹¬¼tÉ�É<Ä�À�É�¼ZË�Ë�É�ÊÍÄ^ÂGÁZËÍË�À¶º3Å�¾ ¾^¼�½E¾^¼Z½EÈ�¼Zº

n− 1
Å�Ë�ÊÍ»�¼§À�Â�À¶½GÃ�À�»GÉ�Å�º�À¶º�Å}Ç�È

À¶Â�À�½GÃ�ÁZº�Ä�À�½�ÌÕÏ�º/½�ÎZÂZÅZÉ3ÂZÊÍÃ�À�É
n > 1

ØGÙ ÊPÐ�»t¼§Ã}Ê�Ð�¼y¼�É¡É3ÊPÐ�Î�ÌO¼ZË�Ë�Â�ÁZË�ËÍÀ�º/Ä�À¶ÉBÅ}Ç�»}Ð�Î�Å�¾
¾¼Z½ È�¼Zº

n
Ð¡Éaæ}Ç�»ZÀ¶½@ØKÙ8ÊI¾�¹�Ë�É�ÊÍÖ�Ë�ÊÍÇ�À�º�¼ZºÆ¿�ÎZÄ�¼EÐ¡Ê�Ä�Å�º8Ê Ü *)â�¾À¶Ä�¾¼�É�º�Ê�Ð¡À�½

A
Ü ÌÕº�Î�½

Ã�ÁZ½�ÐÞÉ�À¶º�â°Å(Ç�È-ÌOÎZº

0 = A(c1v1 + · · ·+ cnvn) = c1Av1 + · · ·+ cnAvn = c1λ1v1 + · · ·+ cnλnvn.

	 ¾>Ã}ÊI¾y¹�ËÍÉ�Ê�Ö�ËÍÊ�Ç�À¶º�¼Zº Ü *�â�¾À¶Ä
λ1

Å}Ç�È�Ð¡¹�¿�É�º�¼ZÈ�À¶º�¼Zº�Ä�À�É¡Ã�Î�À�»GÃ�¼�É�ÊÍÅ�½�À�º¡½�¼EÐ�Î�ÌOÎZº
Ã}Ê�¼�É¡É

0 = c2(λ1 − λ2)v2 + · · · + cn(λ1 − λn)vn.ã6½�ËÍÊ�ÂZÉ�Ê�½�Ä�¹�»GÉ�ÊÍÅ�½�Ð�¼�½{É�¼ZÂG¼Z½�Ä�À¶É8Ð�Î�ÂGÁZËÍË�À¶º�¼tÉ�É
v2, . . . ,vn

ÁZº8ËÍÊ�½tÓ�Á�º¡É�Å�¿PÀ�º�Å}À�½�Ä�ÀyÐ�Î
À�ÌMÉ�À�º¡Ð�Å�¾

λ1 − λi 6= 0
Å�¾

i > 1
Ð�Î¥È�¼Zº�Ä�À�½�½�¼¥À¶»GÃZ¼tÉ�Ê�ÅZ½ ¿�¼Zº�¼²Ä�À�½àÉ�º�ÊÍÃ}Ê�¼ZË
¼

ËÍÏ�Ð�½�ÊÍ½�Â�À¶½
c2 = · · · = cn = 0

Ø|Û Á�º�¾�À�Ä£º�À�Ä�¹�Ç�À¶º�¼ZÐ Ü *)â3É�Ê�Ë�Ë
0 = c1v1

Å}Ç�È£Ä�ÁZº�¾�À�Ä
ÁZº

c1 = 0
Å(Ç�»{Ð�Î�Ø�Ù8ÊKÈ�¼Zº ¼ZËÍËÍÉ�Ð�Î�Ã}Ê�Ð�¼tÉ ¼�É¡É8Ä�À¶É ¿�¼Zº�¼���½�½�Ð Ä�À�½´É�º�ÊÍÃ}Ê�¼ZË
¼$Ë�ÏZÐ�½�ÊÍ½�Â�À�½

É�Ê�Ë�Ë Ü *�â<Å}Ç�È£¼ZË�Ë�É�Ð�Î$¼�É�É
v1, . . . ,vn

ÁZº<ËÍÊ�½tÓ�ÁZºÞÉ°Å�¿PÀ�º¡Å(À¶½�Ä�À�×
Û Á�º�¾�À�Ä�»t¼Z½�Ã(Ê�¾À¶Ä^ÈtÓ�Á�Ë�Ö�¼xÃÊ�½�Ä�¹�»GÉ�Ê�ÅZ½�Ð�¼ �(ÊÍÅ�¾À�É�Ä�º�¼§Ð�Ë�¹(É�Ð�¼tÉ�À�½�¼�É�É3À�Â�À¶½{ÃZÀ�»GÉ�ÅtÚ
º¡À�º°É�ÊÍË�Ë�Å�Ë�ÊÍ»�¼�À�Â�À¶½{Ã�ÁZº¡Ä�À�½´ÁZºÆË�ÊÍ½tÓ�ÁZº¡É3Å�¿PÀ�º�Å}À�½�Ä�ÀZØ
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�

Ò�º�Î�½£Ä�À�½�½�¼�Ð�¼tÉ�Ð<ÌOÎZº°Ã}Ê1Ä�Ê�º¡À�»GÉÆÌÕÏ�Ë Ó�¼�½�Ä�À 

	 ä�L)å�� e T�� gtf V lZ\ VZU b�c�g��¥` VZU \�b�cm`^]�l k

h psb�g V ] X ] T ft[Z\¡l}] Tß©�V \�k U `$b T c UihtT ] k
psb Tx« [Z\ U h ¢�]�\ h ] T l}]Æ] X ] T fZ]�g Uih \�]�\¶d�µ�q�] ¨ b!]�pMp U|X [ZpMp�]�\ VZUOU ] T n×n _a` VZU \�b�cÆ`^]�l n

h psb�g V
] X ] T ft[Z\¡l}] T¬©�V \ n c UO¦G¨ gG] T psb Tx« [Z\ U<h ¢�]�\ h ] T l}]�] X ] T fZ]�g Uih \�]�\8c h ` V pMp U c�k^o U�X wt\$] T
¢ V c6vxwt\ R

n d
ãIÉ�É<Ã}ÊÍ»{É�Ê�ÂZÉÆº¡À�Ð¡¹�ËÍÉ�¼�É<ÌOÎZº°¾¼Z½£¼xÃ�ÌÕÏ�Ë Ó�¼�½�Ä�À À¶½�»{Ë
¼�º�ÁZ»{½�ÊÍ½�ÂG¼Zº°Ä�ÁZº°Ã}Ê1¹�É�½Gæ{É�ÉÕÓ�¼Zº�¼�É�É
¾�¹�ËÍÉ�ÊÍÖ�Ë�ÊÍ»t¼�É�ÊÍÅ�½Y¼xÃmÉ�¼ZË/¾�À�Ä�¾^¼�É�º�ÊÍÐ�Á�º�»�Å�¾¾y¹�É�¼�É�ÊÍÃPØ  ½GÉ�¼ZÂ ¼�É¡É Av = λv

×�Ä�ÁZº
λ ∈ R

Ø|Û8Î�ÂGÁ�Ë�Ë�À¶º
A2v = A(Av) = A(λv) = λ(Av) = λ · λv = λ2v

v = (A−1A)v = A−1(Av) = A−1(λv) = λ(A−1v),

Ð�Î
A−1v = (1/λ)v

Ø �¬À�Ä^ÈtÓ�ÁZË�Ö^¼xÃÀ¶½EÀ�½�»�À�Ë�Ê�½�Ä�¹�»{É�Ê�Å�½Ð�ÎyÂZÀ�½�À¶º�¼ZËÍÊ�Ð�À¶º�¼Zº6Ã}ÊPÄ�À¶É¡É�¼
É�Ê�Ë�Ë 

	 ä�L)å�� S8T�U!V�X$VZU�U

v [Z\ ] T ] X ] T fZ]�g Uah \ U bMpMp A `^]�l�] X ] T ft[Z\¡l}] U λ u&l6f�c Av = λv d
��k X [ZpMp�]�\ VZUOU v [Z\$] T ] X ] T fZ]�g Uih \ U bMpMp Am vxwt\ V pMp V m ∈ Z `^]�l£] X ] T ft[Z\¡l}] U λm u
l6f�c

Amv = λmv.

Û8À¶½�½�¼ Ð�¼tÉ�Ð�»t¼Z½®¾¼Z½®¿�Ë�¼´¼Z½GÃZÁ�½�Ä�¼´É�ÊÍË�Ë�¼�É¡É�¼xÃ(ÂZÏ�º�¼´Ã�¼ZÄ®Ð¡Å�¾ È�ÁZ½�Ä�À¶º$¾À¶Ä
An½�Á�º

n → ∞
Å(Ç�È´Ä�À�½YÂZÀ�º�Å(Ç�»{Ð�ÎÀ�½YÂ�º¡¹�½�Ä´ÌÕÏZº�½{¹�¾�À�º¡Ê�Ð�»t¼�¾À�É�Å}Ä�À�º�¼�É¡É8¿PÀ�º�ÁZ»{½�¼

À¶Â�À�½GÃ�ÁZº�Ä�À�½@Ø
 ½{É�¼ZÂm½{¹�¼�É¡É

A
ÁZº$À�½

n × n
Úa¾¼�É�º�Ê�Ðy¾À¶Ä

n
ËÍÊ�½tÓ�Á�º¡É$Å�¿PÀ�º¡Å(À¶½�Ä�ÀEÀ¶Â�À�½GÃ�À¶»GÉ�Å�º¡À�º

v1, . . . ,vn

¾�À�Ä�¾Å�É�Ð¡Ã�¼Zº�¼Z½�Ä�À/À¶Â�À�½GÃ�ÁZº�Ä�À�½
λ1, . . . , λn

ØxÙ Ê{¼Z½GÉ�¼�º�¼�É�É�Ã}ÊGÈ�¼Zº�Å�º¡Ä�½�¼�É
Ä�À¶¾>Ð�Î�¼�É¡É

|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|
Ø�Û Î^¹�É�Â�Ï�º�À�Â�À¶½{ÃZÀ�»GÉ�ÅZº�À�º¡½�¼-À�½Y¿�¼�Ð8ÌÕÏ�º

R
nÅ}Ç�È¬Ä�ÁZº�¾�À�Ä-»t¼Z½-À�½£Â�Å}Ä�Éaæ}Ç�»}ËÍÊ�Â$Ã�À¶»GÉ�Å�º

x
Ð�»{º�Ê�ÃZ¼�Ð�Ð¡Å�¾

x = c1v1 + · · · + cnvn

Ä�Á�º
c1, . . . , cn

ÁZº
x
»�Å(À
	Ç¶Ê�À¶½{É�À�º�Ê1¿�¼ZÐ¡À�½

v1, . . . ,vn

Ø�Ù Ê@ÌOÎ�ºÆ¼�É�É
Ax = A(c1v1 + · · ·+ cnvn) = c1Av1 + · · ·+ cnAvn = c1λ1v1 + · · ·+ cnλnvn,

Å}Ç�È¬¾�À�ºÆ¼�Ë�Ë�¾ÁZ½GÉ3ÌOÎ�º<¾^¼Z½EÅZ¾ ¾^¼�½¬¼�½{Ã�ÁZ½�Ä�À�ºÆÐ�¼tÉ�Ð�À¶½¬Å�Ã�¼Z½¬¼�É�É
Amx = c1λ

m
1 v1 + · · ·+ cnλm

n vn.

Ù8Ê��i½�ÅZº�¾�À�º�¼�º��Â�À¶½�Å�¾ ¼tÉ�ÉÆ¾�¹�Ë�É�ÊÍÖ�Ë�ÊÍÇ�À�º�¼§¾�À�Ä
1/λm

1

×�Ä�ÁZº Ó¡¹
λ1

ÁZº3Ä�À¶ÉÆÀ¶Â�À�½GÃ�ÁZº�Ä�À
¾�À�Ä-Ð¡É�Ï�º�ÐÞÉ�¿�À¶Ë�Å�Ö�Ö�Ø�Û Î$ÌOÎZº°Ã}Ê

(1/λm
1 )Amx = c1v1 + c2

λm
2

λm
1

v2 + · · ·+ cn

λm
n

λm
1

vn.

ãIÌMÉ�À¶º�Ð¡Å�¾
λm

i /λm
1

ÂGÎ�º�¾�ÅZÉ
0
Ä�Î

m
Ã�Á �(À�º�¾�ÅZÉ�ÅGÁZ½�Ä�Ë�Ê�ÂZÈ�À¶É�À�½ Ð�Îm»ZÅ�¾�¾�À�º Ü À¶½

Ë�ÁZ¾Ö�Ë�Ê�Â£¾�¹�Ë�É�ÊÍÖ�À¶ËMâ�¼�Ã
Amx

¼�É�É�½�Á�º�¾¼´Ð�ÊÍÂ�À¶Â�À�½GÃZÀ�»GÉ�Å�º¡½
v1

½�Á�º
m
¿�ËÍÊ�º�Ð¡É�ÏZº�º�À

Å}Ç�È Ð¡É�Ï�º�º¡À Ü Ê8¼ZËÍË
¼ ÌO¼ZË�Ë<ÅZ¾
c1 6= 0

â�Ø6Ù ÊÆÌOÎZº^¼ZË�Ë�É�Ð�ÎmÀ�½�À�Â�À¶½{ÃZÀ�»GÉ�ÅZº�É�Ê�ËÍË<Ä�À¶ÉÉ�ÊÍË�Ë
¿PÀ�ËÍÅ�Ö�ÖPÀ¶É�Ð¡É�Ï�º�ÐÞÉ�¼£À�Â�À¶½{Ã�ÁZº¡Ä�À¶É�ØKÛ8À¶É¡É�¼´Á�º§Ä�À�½²Ð�Î£»t¼ZËÍË
¼ZÄ�À$�6N|LxD(HKåx�²DGL�N@�KD}H Å}Ç�È
Ä�À¶½£ÌÕ¹�½�Â�À�º�¼Zº<¿�¼Zº�¼�ÅZ¾ Ä�À�É ��½�½�Ð�À¶É�ÉÆÐÞÉ�Ï�º¡Ð¡É�¼ Ü É�Ê�ËÍË�¿PÀ�ËÍÅ�Ö�ÖPÀ¶É�â3À¶Â�À�½GÃ�ÁZº¡Ä�ÀZØ
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�8�@D(���6D(� � � b�c�g V#U b UOUWV q�kRl}] T��B¦tU�UOT b T}X c�` h l}]�pMp�c h ` f�b «xh ¢�¢ V l}]²`^]�l²q�kX \�o�qGq�wtf T b T}X ] T c h ` [Z\�o)qGq X b v U � d����£bÆ¢ h gG] T d � b ©�V l}]�lG[Z\ VZU�U fZ]�g Uah \ T xn f V \
] T 3 _afZ]�g Uah \<c h ` ¢�]�c�gt\�]�f © o}\8`�k T}XGV c h ` ¢ h lGl}]�b1c Uih \�c U!V ltu U [ Uah \ U \�]�caq�]�g U bMfZ]/q�k
p VZT ltc�¢ ¦�X l}] T ]Õv U ]�\ n kZ\¶dK��]�c�c V f V \�\�]�p VZU ]�\ V l}] X ] T�h `

xn+1 = Axn,

lG[Z\ S��




0.96 0.01 0.015
0.03 0.98 0.005
0.01 0.01 0.98



 .

� ` x0 [Z\�l}] T o(\�caqP\�o T}X psb XGV ¢�]Õv h prg T b T}X cÕvxwt\�l}]�p T b T}X ] T c�k�¢�psbM\ V pMp U c�k
xn = Anx0.

� ` ` VZT \¡[tg TPV \�o U ] X ] T ft[Z\¡l}] TPV vxwt\ A c�k3v¶kZ\8` VZT¬VZUOU l}] [Z\ 1 u 0.97 \�]�caq�]�g U bMfZ]
0.95 d � b1c�]�\ VZUOU l}] U
	/T�T c U \�] h psb�g V ] X ] T ft[Z\¡l}] T´h�¨�© lG[Z\�`^]�l 3 psb Tx« [Z\ U�h ¢�]�\ h ] T l}]
] X ] T fZ]�g Uah \�]�\ v1,v2,v3 c h `n` VZT p�[ UOU g VZT ¢�]�\¡[tg TPV^T [Z\�` VZT¬©�V \�] X ] T ft[Z\¡l}] TPV d� o-g VZT f�b&o UOU \ ¦G¨ g V l}] T o(\�caqP\�o T}X psb XGV fZ]�g Uih \ T x0 b�¢ V c�] T v1,v2,v3

X ] T�h `
x0 = c1v1 + c2v2 + c3v3,

vxwt\ T k X \ VYU!V p c1, c2

h�¨�©
c3 d � ` f�b�o U�T�¦tU�U «¶V \-lZb�c�gtoGc�c�b htT ] T h f VZTàh ` q htU ] T c�]�\h�¨�© ] X ] T ft[Z\¡l}] T c�k�v¶kZ\�f�b

xn = Anx0 = An(c1v1 + c2v2 + c3v3)

= c1λ
n
1v1 + c2λ

n
2v2 + c3λ

n
3v3 = c1 · 1

nv1 + c2 · 0.97nv2 + c3 · 0.95nv3.

� [Z\ n
X kZ\�` htU�h [ T l�psb Xt© ] U ] T c�k X kZ\ 0.97n

h�¨�©
0.95n ¢�kGl V ` htU 0 c�k xn

T [Z\�` V \
c�b X c1v1 dP¯3wt\�l}]�p T b T}X ] T g h `$`^]�\ V pMp U c�k VZU�UKT [Z\�` V c�b X � ] T `$o}p U brq�]�p V f ��] X ] T fZ]�gt_Uah \ T v1 d � ` ` VZT \¡[tg TPV \$o U�h�¨�© T�h \�`^]�\ V \ v1 c�k VZU�U c�o(`$` VZT®V f¬]�p�]�`^] T�U ] T[Z\ 1 c�k�v¶kZ\�` VZT

v1 =





7/30
13/30
1/3



 ≈





0.2333
0.4333
0.3333



 ,

f�bMprgG] U ` VZT `^w « psb X ] T gZ[ T�T ]�\�b X ] T v�\¡k T�X \�o)qGq�wtf T b T}X ] T d6��] U�U!V ¢�] U�¦ l}]�\ U ]¡· VZU�U
]Õv U ]�\�Mp�k T}X�U bOl��Ic�k�g h `$`^]�\8] TEU \�]�l « ]�l}]�p V f�¢�]Õv h prg T b T}X ] TEVZUOU ¢ h q�k�p VZT ltc�¢ ¦xX l}] T d� ¢�c�]�\�fZ]�\ V�VZU�U l}] T�TPV vxwt\�l}]�p T b T}X [Z\ h ¢�]�\ h ] T l}] V f<c U!V \ U fZ]�g Uah \ T d � � [ T^V f h \�l T b T}X
q�k�q�]�g V \ X bMfZ] U f�b�c VZUOU f�b&`�ktc U ] ©�V c1 6= 0 u6`^] T c�k�g h `$`^]�\ V pMp U bOl VZUOU f V \ V v V pMp�] U
lGkf�b ©�V \y] T c U!V \ U fZ]�g Uah \�`^]�l�q h c�b U bMf V g h�h \¡lZb TPVZU ]�\¶d �� ¢�c�]�\�fZ]�\ V$VZU�U l}] U b T�U ]�f V \�] T c�pso}`8q VZU�U 1 f V \�] UOU ] X ] T ft[Z\¡l}] h�¨�©^VZUOU/V pMp V$VZT lZ\ V
] X ] T ft[Z\¡l}] T f V \�`$b T lZ\�]-[ T 1 d°��] U vxwtp « ]�\ V f�qP\ h ¢�p�]�`^] U c TPVZU o}\�f�bMprgG] U f�b�k U ]�\�_
g h `$`^]�\ U bMpMp�c�] TPV \�]�d


