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1. (6p) Antag att (e;,ey) &r en ON-bas for planet och att u = (J') och

v = (zi) ar tva vektorer i planet. Som bekant definieras skaldrprodukten
av u och v som

u-v = |ul|v|cosa

dar « ar vinkeln mellan de tva vektorerna.

(a)

Det finns en rikneregel som séger att u-v = 2122 + y1y2 eller, med
andra ord, att u-v = ulv. Ett siitt att visa detta &r att bdrja med
fallet z2 = 0, dvs att visa att

( ) . < )
U y2 '

Man klarar sedan det allminna fallet genom att vrida koordinat-
systemet sd att z-axeln blir parallell med u, anvinda (a) och sedan
vrida tillbaka. Man behdver d& veta att om A &r en vridningsmatris
sé galler dels att (Au) - (Av) = u - v, ndgot som av geometriska skil
ir uppenbart, dels att (Au)t(Av) = u'v. Bevisa det sistnimnda.

2. (6p) Lat A vara en n x n-matris. En elementir radoperation pa A ar en
operation av nagon av foljande typer:

Multiplikation av en rad med en konstant ¢ # 0.
Addition av en multipel av en rad till en annan rad.

Platsbyte mellan tva rader.

Vilken effekt har var och en av dessa radoprationer pa A’s determi-
nant?

Argumentera for varfor ekvationssystemet Ax = b har en entydig
16sning om och endast om det A # 0.

3. (6p) Antag att A dr en inverterbar 3 x 3-matris och skriv uf, v! respektive
w! for A’s rader (dvs si att u, v och w ér A’s radvektorer pa kolonnform).

Lat

V XW uxXw uxv

2=

u-(vxw) ve(uxw) w-(uxv)l

Visa att AB =TI (dvs att B = A"1).



4. (6p) Betrakta en Markovkedja med noderna 1, 2 och 3 och med Gvergangs-
matrisen

1/3 1/3 1/3
M=|1/4 1/2 1/4
1/6 1/6 2/3

(a) Antag att man viljer startnod pad méafd. Vad &dr sannolikheten att
processen befinner sig i nod 1 efter ett steg?

(b) Beridkna den stationira fordelningen.

5. (6p) Planet 7 i rummet har pa parameterform ekvationen

T = s+t
y = 1—-s+2t |, s,te€R.
Z2 = 2+4+s+3t

(a) Ange 7’s ekvation p& normalform.

(b) Berdkna avstindet fran punkten (5,0,1)* till 7.

6. (9p) Betrakta planet z — 2y + 2z = 0.

(a) Ange en hogerorienterad ON-bas (fi,f>,f5) sddan att tvad av dess
vektorer ligger i det angivna planet och den tredje &r normalvektor
till planet.

(b) Ange matrisen for den linjira avbildning som ges av spegling i planet.

(¢) Om du har raknat ratt i (b) har du fatt en symmetrisk matris som
svar. Faktum dr att varje speglingsmatris dr symmetrisk. Varfor ar
det sa?

7. (6p) Linjen L och planet 7 ges av

r = 1-—-2¢
y = 1+t ,teR
z = 3t

respektive
3z —3y+z2=2.

a) I vilken punkt skir L och 7 varandra?

)
(b) Vilken dr vinkeln mellan L och 77

8. (5p) En 3 x 3-matris A har egenvirdena 2, 1 och —1 med egenvektorer
(1,1,0)%, (1,—1,1)? respektive (1,—1,2)t. Bestim A.

/Johan Jonasson

Lésningar
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~

(a) Om z; &r positiv géller att [u| = z1, |v| = /22 +y2 och cosa =
x1/\/2% + y2, varfor |u||v|cos @ = z122 som 6nskat. I fallet da z; &r
negativ far man |u| = —z; men tecknet kompenseras av cosinus for
mellanliggande vinkel ocksé &ndrar tecken i detta fall.

(b) (Au)(Av) = utA'Av = u'v som o6nskat, dir den sista likheten
foljer av att A ar en vridningsmatris och ddrmed symmetrisk varfor
At = A1

. (1) dndrar determinanten med samma faktor, (2) lamnar determinanten
oférandrad och (3) byter tecken pa determinanten. Man kan alltid reduc-
era A till en trianguldr matris, 7', m.hj.a. elementéra radoperationer och
enligt vad vi nyss konstaterade géller att det A = 0 om och endast om
detT = 0. Men detT # 0 om och endast om alla dess diagonalelement
ar nollskilda och det &r i precis detta fall som man kan finna en entydig
16sning till motsvarande ekvationssystem.

. Elementen utanfor huvuddiagonalen i AB blir 0 tack vare att vektorpro-
dukten av tva vektorer alltid &r ortogonal mot dem bagge. For att visa
att elementen pa huvuddiagonalen ar 1 racker det att analysera element 1
pa rad 1 och konstatera att analysen av de Ovriga ar helt analog. Element
lparad1i AB ar

u(vxw) u-(vxw)

u-(vxw) u-(vxw)

. Lat z;(t) vara sannolikheten att slumpvandringen befinner sig i tillstand ¢
vid tiden t. D& &r enligt uppgift x(0) = [1/3,1/3,1/3]T varfor x(1) =
M7Tx(0) = [1/4,1/3,5/12]7 ur vilket vi utliser att sannolikheten att
befinna sig i tillstdnd 1 vid tiden 1 &r 1/4.

Den stationdra fordelningen ges, om den existerar, av den egenvektor till
M7T som hor till egenviirdet 1. For att kolla existensen kollar vi si att
Ovriga egenvirden ligger strikt mellan —1 och 1 och 16ser darfor:

det(MT —XI) = —X3 + gv - I—ZA + LI

24" " 24
Denna ekvation har 16sningarna 1 och 1/4 £+ 1/4/48 och vi kan konstatera
att den stationdira fordelningen verkligen existerar.

Egenvektorn till egenvirdet 1 fas nu genom att 16sa ekvationssytemet
(MT — I)x = 0 och fas, exempelvis via Gausseliminering, till s[3,4,6]7,
s € R. For att fa en sannolikhetsfordelning viljer vi s till 1/13 och far att
den stationdra fordelningen blir x = [3/13,4/13,6/13].

Ur uttrycket for planet utldses direkt att tva vektorer i planet dr u =
[1,—1,1]t och v = [1,2,3]!. En normalvektor fis genom att ta vektorpro-
dukten av dessa tva:

n = [-5,-2,3]



och ekvationen for planet pa normalform blir alltsa
-5z —2y+3z=D.

Har ska D véljas s& att planet ligger pé "ratt nivd”, dvs sa att det verkligen
innehaller ndgon punkt som vi vet ska finnas med. En sddan punkt far vi
genom att ta s = t = 0 och far d& att [0,1,2]¢ ska finnas i planet ur vilket
vi snabbt berdknar D till 4. Planets ekvation blir alltsa

—5r — 2y + 3z =4.

Avstandet fran en punkt P till planet ges av langden av projektionen av
en vektor med fot i planet och spets i P, pa planets normalvektor. I vart
fall finns punkten [0,1,2]" i planet och P = [5,0,1]* s vektorn vi ska
projicera blir [5,0,1]* —[0,1,2]¢ = [5, -1, —1]%. Projektionen ges av

v-n 13

13
— n=_"n=-S[-5 -23]
TTRE TR T

s& langden av den blir

13\/7 26
V422432 = —.
19 V38

. Planet har normalvektor [1,-2,2]%, s3 tag fi = [1/3,-2/3,2/3]%, nor-
malvektorn normaliserad. Nu giller det bara att finna tva enhetsvek-
torer som &r ortognala mot fi och sinsemellan ortogonala (dessa kom-
mer automatiskt att finnas i planet) och se till att sitta dem i rétt
ordning s& att systemet blir hégerorienterat. Tva sddana vektorer &r
f, =[2/3,-1/3,—-2/3]t och f3 = [2/3,2/3,1/3]" (dir f; exempelvis kan fas
via vektorprodukten av f; och f;. Systemet blir d& automatiskt hogerori-
enterat.)

Med koordinater i f-basen blir speglinsmatrisen uppenbarligen

-1 0 0
Ap = 0 10
0 01

varfor den i standardbasen blir A = FArF ! = FApF* dir matrisen F'
har vektorerna f;, f5 och f3 som kolonner. Detta ger efter visst berdkn-
ingsarbete

1 7T 4 —4
-4 8 1

Del (c): For en speglingsmatris A giller att A%?x = x for alla x (spegel-
bilden av spegelbilden &r ju ursprungsbilden) varfér A2 = I, dvs A=! = A.
Men A ér ju en ON-matris sd A~ = A? s4 A = A, dvs A &r symmetrisk.



7. Om man sdtter in uttrycket for L is 7’s ekvation far man att
3(1-2t) —3(1+¢t)+3t=2

ur vilket man 16ser ut ¢ = —1/3, dvs skiirningspunkten svarar mot ¢t =
—1/3 i uttrycket for L. Detta talar om for oss att skiirningspunkten &r
[5/37 2/37 _1]t'

For att berdkna vinkeln mellan planet och L noterar vi att om later «
vara vinkeln mellan L och planets normalvektor blir den sékta vinkeln
/2 — |a|. (Belopp kring a for att justera for vad som hinder om vi rakar
viilja normal at “fel hall”.) En normalvektor till planet &r n = [3, -3, 1]
och en riktningsvektor till L dr v = [-2,1,3]". s&

vilnl — v/266

och vi far att den sokta vinkeln &r

T _ arccos 8

2 V266
8. Vi anvéinder att en 3 X 3-matris A med tre linjart oberoende egenvektorer
kan skrivas som A = PDP~! dir P har A’s egenvektorer som kolon-

ner och D &r en diagonalmatris med egenvirdena pa huvuddiagonalen i
motsvarande ordning. Enligt uppgift ar D = diag(2,1,—1) och

1 1 1
P=|1 -1 -1
0 1 2

Tyvérr ar P inte en ON-matris varfor inversen far berdknas genom att
man via Gausseliminering dverfér matrisn (P|I) pa (I|P~1). Detta ger
att

(1 10
Pl==-| 2 -2 -2
21 1 1 2
varfor
5 -1 -4
A=PDP ' = 3 -1 5 4

4 -4 -6



