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1. Bestäm alla (om det finns några) reellaa, b, c ochd så att

W3(t) + (at+ b)W2(t) + (ct+ d)W(t)

blir en martingal.

2. (3p) Lös följande stokastiska differentialekvation för0 ≤ t < T därX(0) = 0

dX(t) =
X(t)

T − t
dt+ dW(t).

Låt V(t) beteckna variansen avX(t). BestämV(t) samt visa att2V(s+t
2 ) < V(s) + V(t) då

s, t ∈ (0, T).

3. (3p) Antag att värdet på en aktien ärS(t) = W(t) och för en obligationB(t) ≡ B(0) = 1. Låt oss
använda finanseringsstrategin(φ(t), ψ(t)) = (2W(t),−t −W2(t)) för en portfölj som vid tident
innehållerφ(t) aktier ochψ(t) obligationer. Visa att strategin är självfinansierande.

4. (3p) Ett kontrakt ger köparenR kr vid tidenτ, där

τ = inf
t

[t > 0; W(t) ≥ 1],

därW(t) är en normaliserad Wienerprocess. Vi antar också att vi har konstant räntar. Vad är det
förväntade (med avseende på det "fysikaliska" måttet) värdet av detta kontrakt?

5. (3p) Visa att kurvan(t,W(t)), där0 ≤ t ≤ 1, har oändlig längd.

6. (4p) (Vasǐceks modell) Antag att den korta räntan,r(t), uppfyller

dr(t) = (b− a r(t))dt+ σdW(t), 0 ≤ t ≤ T,
dära ochb är positiva konstanter,σ en konstant volatilitet och(W(t))t≥0 en normaliserad reell-
värd Wienerprocess relativt martingalmåttetQ. Bestäm det teoretiska priset vid tident = 0 för en
nollkupongsobligation som ger innehavaren beloppet1 vid tidenT .

7. (4p) (Feynman-Kacs formel) Antag attu(x, t) löser följande paraboliska slutvärdesproblem{
∂u
∂t +

σ2(t,x)
2

∂2u
∂x2 + a(t, x)∂u

∂x + b(t, x)u(t, x) = 0, 0 ≤ t < T, x ∈ R
u|t=T = f

och antag attX(t) är en lösning den stokastiska differentialekvationen

dX(t) = a(t, X(t))dt+ σ(t, X(t))dW(t), 0 ≤ t ≤ T.
Visa (med hjälp av Itôkalkyl) att under lämpliga regularitetsvillkor (vilka?) gäller följande:

u(0, x) = E[f(X(T))e
∫T

0
b(s,X(s)) ds|X(0) = x].

(Två formler på baksidan→)



FORMLER

• Antag attX(t) = αt + σW(t), 0 ≤ t ≤ T, där (W(t))0≤t≤ är en reellvärd normaliserad
Wienerprocess,α ∈ R ochσ > 0. Då är

P

[
max

0≤t≤T
X(t) < x

]
= Φ(

x− αT

σ
√
T

) − e
2αx

σ2 Φ(−
x+ αT

σ
√
T

)

för varjex > 0.

• Oma, b > 0 är ∫∞
0

1

t3/2 eat+b/t
dt =

√
π

b
e−2

√
ab.


