LOSNINGAR
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Skrivningstid och plats: 14 dec 2002, em V Hjilpmedel: Beta

1. (1.5p+1.5p) a) Los den stokastiska differentialekvationen
dX(t) =tX(t)dt +dW(t), t >0

med begynnelsevillkoret X (0) = 1. b) Bestdm processens kovarians-
funktion.

Losning: a) Ekvationen kan skrivas

b) Det foljer att

och om 0 < s <t blir
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= e 7 (®(V/2s) — 1).

For godtyckliga s,t > 0 foljer nu att

242

Cov(X(s), X (t)) = vme > (®(v/2min(s,t)) — 1) « SVAR




2. (3p) Ett aktiepris uppfyller ekvationen
dS(t) = S(t)(adt + (B +~t)dW(t), 0<t<T

dir o € R och 3,7 > 0 dr parametrar. En aktieoption av europeisk typ
utbetalar slutdagen 7" beloppet 1 om S(7") > S(0) och i annat fall sker
ingen utbetalning. Bestdm optionens véarde v(t) vid tiden ¢ € [0,7].
Det forutséitts att rdntan » > 0 dr konstant.

Losning: Sétt g(s) = 1js(0),00[(5), s > 0, 0ch o(t) = B +7t, 0 <t < T.
Det ar bekant att v(t) = w(t, S(¢)), dar

w(t,s)=e "I VE [g( se" @01 [ P waut [ swaw (w)y]

Séatt
a0 = [ 2yt = [ (317 = (54207
och
a(t) = (T — 1) — dQ(t).

Hérav foljer att
(T —t) — %/tT o (u)du + /tTa(u)dW(u) e N(a(t), d*(t))

och
S5(0)

S

w(t,s) =e TP la(t) —d(t)G > In

dir G € N(0,1). Alltsa ar

a(t) + In g

w(t,s) = e T DPH( a0

och 58
G/(t) -+ ln m

v(t) = e T P( a0

dér a(t) och d(t) ar som ovan« SV AR



3. (3p) Lat (U(t))ier vara en normaliserad Ornstein-Uhlenbeckprocess
dvs (U(t))ser &r en reellvird, centrerad Gaussprocess med kovarians-
funktionen

E[U(s)U(t)] = e 2l571.
Antag t; <ty < t3 <t4. Visa att

E[(U(t2) — U(t1))(U(ta) — U(ts))] < 0.

Losning: Det giller att
A=E[U(t2) - U(t))(U(ts) — Ults))]
— e~ 3lta=ts) _ o—3(ts—t2) _ ,—3(ta—t1) + e~ 3(ts—t1)
Sétt 21 = (t2 — t1), T2 = 3(t3 — t2) och x5 = (¢4 — t3). Det foljer att
A — 6_552_3'3 _ e_wZ _ e_xl_w2_$3 + 6_-'51_-552
=e ?B(l-—e)—e?(l—e)=e2e™-1)(1-e")<0
eftersom z, > 0, k =1,2, 3.

4. (3p) (Black-Scholes modell for tva aktier och en obligation) Det dr givet
att S1(0) > S2(0). Ett finansiellt derivat av europeisk typ utbetalar
slutdagen 7" beloppet K om S;(t) > Sy(t) for allat € [0,7] och i annat
fall sker ingen utbetalning. Bestdm derivatets virde vid tiden 0.

Losning: Derivatets virde v(0) vid tiden 0 ges av
v(0) =e "TEY [K Lis1(8)>S2 (1), alla tE[O,T]]]
=e TKQ[S(t) <1, allat € [0,T]
=e"TKQ [Oréltég% S(t) < 1]

dar

Satt




D3 ar

Q [Org% (at + (09 — 01)W(t)) < In g;ggﬂ

_ 51(0)
=P LIQ%XT(at +6V(t)) <In SZ(O)]
dér (V(t))o<i<r &r en reellvird normaliserad Wienerprocess och

5:‘0'2—0'1|.

Om z > 0 ar det givet att

P [max (at+0V(t) <z
0<t<T
_ <I>($ — aT) B e%xq)(_:v—i—aT).

VT VT

Alltsa ar

51(0) S2(0)
In S;(O) — ol B (51(()))?_%(1)(1n Si(O) —aoT
oNT S2(0) oNT

dar o och § &r som ovan+ SVAR

. (3p) Harled Black-Scholes differentialekvation med hjélp av A-hedging.

. (4p) Antag (W (t))o<i<r &r en reellvird normaliserad Wienerprocess
och n &r ett positivt heltal. Sitt ¢, = £L, £k =0,1,...,n, och

LD = 5 (W (tear) = W (k)

Visa att L(?) =T i L?(P) dan — oo.

. (4p) Antag dX(t) = a(t)dt + b(t)dW (¢), dar a € L,.[0,T] och b €
L2 [0,T] bada ér reellvirda. Utgé fran produktregeln for stokastisk

loc
differentiering och visa med hjilp av induktion att

n(n —1)

dX"(t) = nX""H(t)dX (t) + 5

X"2(4)b%(t)dt



om n ar ett heltal > 2.

FORMLER

Antag X(t) =at + oW (t), 0 <t <T, dar (W(t))o<i<r ar en reellvird
normaliserad Wienerprocess, « € R och ¢ > 0. Da ar
z—al 20z x+al

P oIgtas}%X(t)<x = oVT J-et el oVT

for varje x > 0.



