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Forslag till 16sningar till tentamen i TMA401/MANG670,
2002-08-21

Uppgift 1

Givet )
Af(z) = / (x—y)f()dy, 0<a<],

dvs. A ar en integraloperator pa Hilbertrummet L?([0,1]) med kiirnan k(z,y) =
x — y. Den adjungerade operatorn A* dr da ocksa en integraloperator men med
kirnan k*(z,y) =y —x =y — z. Vi far for f € L?([0,1]) att

A*Af(z) = / (v — ©)Af(y) dy = / (v — o) / (v — 2)f(2) d) dy =

~ [ ([ w-ou-2ased= [ G-+ +ore

dar vi anvant Fubinis sats.

For att berdkna ||A| noterar vi att A*A dr en sjélvadjungerad kompakt operator
och [|A|| = /||A*A||. Vidare giller fér en sjalvadjungerad kompakt operator att
dess norm &r lika med det storsta reella tal som ar absolutbeloppet av ett egenvirde
till operatorn ifraga. Vi noterar att A*Af(x) = a(f)z +0b(f) dar a(f),b(f) &r reella
tal som beror pa f € L?([0,1]). Foljdaktligen har egenfunktioner till A*A formen
e(z) = ax + b varfor vi ansitter

A*Ae(z) = de(z), e(z)=ax+b.
En liten kalkyl ger

a b
_ = 11 1
LD Maz +b), allaz € 0,1],

dvs det enda egenvirdet A # 0 dr . Vi har alltsa [|A|| = /.
Uppgift 2
Vi ska visa att

_ull(x) =2+ m, S (0, 1)
u(0) =u(l)=0

u € C?

har en entydigt bestdmd l6sning.

u'=F z e (0,1)

1. Greenfunktioen till { u(0) = u(t) = 0
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e( ’t)t . Detta ger e(z,t) =

Antag e(z,t) = ai(t) + as(t)e™® uppfyller { . t( 1) =

x — t. Greenfunktionen ges av

!
T

gz, t) =0(x —t)(x —t) + by (t) + ba(t) —

Villkoren ¢(0,¢) = g(1,t),0 <t < 1 ger

by (2)
bo(t)y=t—1,0<t < 1.
Alltsa g(z,t) = 0(x — t)(x — t) + (t — 1)x. Vi noterar att g(z,t) < 0 alla z, t.

. Satt

1

T == [ oD@+ s
u € C10,1]

)dt, 0<z <1
Det ursprungliga problemet har en unik 16sning omm 7" har en unik fixpunkt.
For u,v € C[0,1] géller

1
(Tu)(z) = (Tv)( |_/ l9( 1+u2(t) 1+ 02(0)
/ o t) +v(t))(u(t) —v(?))
1 T2+ 02 0)

u(t) + o(t)
S/(; |g($’t)||(1+u2(t))(1+v2(t))|dt”u_v||°°

|dt <

|dt <

Vi noterar att |%| < 31 3% ] + 3[$25] < 1 for alla reella tal a, b samt
att
< (1 —
/ lg(z,t)] dt < Dax 2(1 x) =
vilket ger

1
1T = Toll < Sllu = vl

Detta visar att T ar en kontraktion pa Banachrummet C[0, 1] och pastaendet
foljer fran Banach fixpunktssats.



Uppgift 3
Hilbert-Schmidts sats ger
0 < (Tz,x) = S\|(z,e) 2

dar A\; > 0,¢;,1=1,2,..., betecknar egenvirdena respektive motsvarande normer-
ade egenvektorer till operatorn 7. Lat n vara ett fixerat positivt heltal > 1 (om
n = 1 dr pastaendet trivialt sant). Holders olikhet med exponenterna n och n*, dar
1 =1+ L tillsammans med Hilbert-Schmidts sats ger

0 < (T, ) < (SAP|(m, e)|[*™) ™ - (Sil(m, €)| G ) = (Trg, )™ - |Jar|| 2D/,
Uppgift 4 & 5

Se kursboken.

Uppgift 6



Forslag till 16sningar till tentamen i TMA401/MANG670,
2002-06-01

Uppgift 1
Givet .
Af@) = [ @) dy, 0<a<,
0

dvs. A ar en integraloperator pa Hilbertrummet L?([0,1]) med kiirnan k(z,y) =
x — y. Den adjungerade operatorn A* dr da ocksa en integraloperator men med
kirnan k*(z,y) =y —x =y — z. Vi far for f € L?([0,1]) att

A" Af(z) = / (v — ©)Af(y) dy = / (v — o) / (v — 2)f(2)d) dy =

~ [ ([ w-ou-2ansed= [ G-+ +ore

dar vi anvant Fubinis sats.

For att berdkna ||A| noterar vi att A*A dr en sjélvadjungerad kompakt operator
och [|A|| = /||A*A||. Vidare giller fér en sjalvadjungerad kompakt operator att
dess norm &r lika med det storsta reella tal som ar absolutbeloppet av ett egenvirde
till operatorn ifraga. Vi noterar att A*Af(x) = a(f)z +0b(f) dar a(f),b(f) &r reella
tal som beror pa f € L?([0,1]). Foljdaktligen har egenfunktioner till A*A formen
e(z) = ax + b varfor vi ansitter

A*Ae(z) = de(x), e(z)=ax+b.
En liten kalkyl ger

a b
- = 11 1
DLED Maz +b), allaz € ]0,1],

dvs det enda egenvirdet A # 0 dr . Vi har alltsa [|A|| = /.
Uppgift 2
Vi ska visa att

_ull(x) =2+ m, S (0, 1)
u(0) =u(l)=0

u € C?

har en entydigt bestdmd 16sning.

u'=F z e (0,1)

1. Greenfunktioen till { u(0) = u(t) = 0
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Antag e(x,t) = a1(t) + az(t)e™® uppfyller { e( ’2 . Detta ger e(z,t) =

t
e (t,t) =
x — t. Greenfunktionen ges av

gz, t) =0(x —t)(x —t) + by (t) + ba(t) —

Villkoren ¢(0,t) = g(1,t),0 <t < 1 ger

by (2)
bo(t)y=t—1,0<t < 1.
Alltsa g(z,t) = 0(x — t)(x — t) + (t — 1)x. Vi noterar att g(z,t) < 0 alla z, t.

. Satt

1

T = = [ oD@+ s
u € C10,1]

)dt, 0<z <1
Det ursprungliga problemet har en unik 16sning omm 7" har en unik fixpunkt.
For u,v € C[0,1] géller

1
(Tu)(z) = (Tv)( |_/ lg( 1+u2(t) 1+ 02(0)
/ o t) +v(t))(u(t) —v(?))
1 T2+ 02 0)

u(t) + o(t)
S/(; |g($’t)||(1+u2(t))(1+v2(t))|dt”u_v||°°

ldt <

|dt <

Vi noterar att |%| < 31 3% ] + 3[$25] < 1 for alla reella tal a, b samt
att
< (1 —
/ lg(z,t)| dt < Dax 2(1 x) =
vilket ger

1
1T = Toll < Sllu = vl

Detta visar att T ar en kontraktion pa Banachrummet C[0, 1] och pastaendet
foljer fran Banach fixpunktssats.



Uppgift 3

Lat T vara en avbildning pa ett normerat rum X som uppfyller féljande villkor: Det
finns ett reellt tal C och ett reellt tal @ > 1 sadana att

1T(x) =Tyl < Cllz -yl allaz,ye X.

Vi ska visa att T'(z) = T'(0) for alla x € X.

Fixera ett godtyckligt € X. Satt 6 = ||T(x) — T'(0)||. Fixera ett positivt heltal n
och siitt 2, = £x € X for k =0,1,2,... ,n. D4 giller

< SRSl (@h1) = Tlan)|| < CZp5g Mok — all® =
=C|z||* - n* !t =0, n— oco.
Detta medfor att § = 0 och pastendet i uppgiften ar visat.
Anm: Om 7 : R — R uppfyller

T(x) —T(y)| < Clz —yl|* alaz,yeR

sa géller att

T(x+ h)—T(x)

—0/=0, allazeR

dvs. T" ar en deriverbar funktion med derivatan = 0 f6r varje x € R och alltsa &r T’
en konstant funktion.

Uppgift 4 & 5
Se kursboken.
Uppgift 6

Lat T vara en sjalvadjungerad operator pa ett Hilbertrum H for vilken 7™ &r kom-
pakt for nagot heltal n > 2. Vi ska visa att T' dr kompakt.

Vi noterar att T sjdlvadjungerad innebédr (per definition) att 7' 4r en begrinsad
operator. T dr kompakt om vi kan visa att 7% kompakt implicerar att T*~! &r
kompakt for godtyckligt heltal k£ > 2.

Antag nu att 7% #r kompakt for fixt k& > 2. Lat (z,)°%, vara en begrinsad foljd
i H, dvs det finns ett reellt tal M sadant att ||z,|| < M foér alla n. D& T* &r
kompakt finns det en delfsljd (z,,) av (z,,) for vilken (T*z,, ) konvergerar i H. D4
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konvergerar ocksa (T* 'z, ) i H eftersom
1Ty, = Ty, || = (TN (2, — 29,), T (@, = ) =
= (T*(p, — p,), T(@p, = Tp,,)) <
<N 2 (25, — 2p, )|l - 1T 2, — TF2y, || <

< NT2 - N, — Tpall - 1 T* 25, — TPy, |l <

-

< T2 M - | THa,, — Ty,
v Ve
<o —0, n,m—o0

och varje Cauchyfsljd i ett Hilbertrum konvergerar. Detta medfér att T7#~! &r kom-
pakt och pastaendet i uppgiften ar visat.



Forslag till 16sningar till tentamen i TM A400, 2001-05-30

1. A &r integraloperator med kiirnan a(z,y) = e**¥ cos(z +y), dir a € C([0, 7] X
[0,7]) och a(z,y) = a(y, z).

a) Banachrummet C[0, 7] : For u € C[0, 7] géller
[Au(z)| < / "] cos(z + y)|dyllullee = I(x)ullo, @ € [0, 7],
0

dar I € C[0,7]. Alltsa ||A|| < maxgep () = I(zo) for nagot zo €
[0,7]. Vidare géller I(zo) = lim Au,(z) dér
n—r0oQ

+1 da min(|z + 2o — §|, |z + 20 — &) > 1 & cos(z + z0) > 0
up(z) = ¢ —1da min(|z + 20 — Z|, |z + 20 — 3|) > + & cos(z + 2¢) <0

till beloppet < 1 och kontinuerlig for 6vrigt

Hér approximerar u,-funktionerna funktion sign(cos(zy + -)). (Liten)
kalkyl ger I(zo) = I(%) = %(e%ﬂ +e3).
b) Banachrummet L2[0, 7] : D& L? ar Hilbertrum och A ér sjilvadjungerad

galler
||A|| = sup{|A| : A genvérde till A}.

Da Au(z) = [ e”-e¥(cos z cos y—sinz sin y)u(y)dy = ae” cos z+be” sin x
fas egenvirdena A som losningar till A(ae” cos z+be” sinx) = A(ae” cos z+
be* sinx) for |a| + |b] > 0, dvs

3 A 1
(- Ja—2b=0

8§ e 1) 38 5
vilket ger A\ = +(e*" — 1)§

1 3 A

Sa— (2 b=0

8a (8+e2”—1>
Detta ger [[A]| = (¢ — 1)
etta ger = 35 :
Svar:

1 3m us
1 Allcro,m—crom = 5(6 2 +e2)

5

||A||L2[0,1r]—>L2[0,7r] = 5(22” — 1)

Dessutom #dr A kompakt operator betraktad som operator C[0,7] —
C[0, 7] och L?0, 7] — L?[0, w]. Detta foljer av

Au(ar) — Au(zs)]? < / az1, ) — alzn v) Pyl
0
Arzela-Ascoli sats och inbéddningen [|ul|z20.x < v/7||ullclox-

9



2. Berikna greenfunktionen g(z,y) till differentialoperatorn Lu = u” — u med
randvillkoren Riu = u(0) = 0, Ryu — u(0) = 0.u1(x) = €*,us(x) = e &r en
bas for N (L) och ansittningen 6(z,t) = ay(t)u1(z) + az(t)us(x), dar e(t,t) =
0,el(t,t) = 1, ger fundamentallosningen e(x,t) = sinh(z — ¢). Vi noterar att
g(z,t) = e(x,t)0(x —t)
satisfierar randvillkoren for ¢ € (0,1). Alltsa ges l6sningen till Lu = f, Ru =
(Riu, Rou) =0 av

u(z) = /0 “sinh(z — 08(z — 0)f(t)dt = /0 “sinh(z — £) f(t)dt.
Definiera nu
T C[0,1] = €0, 1]

enligt Tu(z) = — [ sinh(z—¢)$(1+(u(t?)))dt, som ér en kontinuerlig funktion
da integranden e C([0,1] x [0, 1]) T &r en kontraktion da

Tu(z) = To(z)| = I—/ sinh(z — ) ((u(t?)) — (v(t)))dt| <

1
< 5/ sinh(z — t)dt||u — v||eo = E(coshx -1)
(e — (e—1)
2e

u=vlleo <

< < 1.

5 ||u — V|| eftersom

Banachs fixpunktssats ger existens av entydigt bestamd fixpunkt, vilken ocksa
ar den entydigt bestdmd losningen till differentialekvationsproblemet.

3. Antag att det finns S,7T € B(F) sadana att ST — T'S = I. Detta medfor att
TST — T?S = T = ST? — TST vilket ger 2T = ST? — T?S. P.s.s. foljer
nIT™ 1 = ST™—T"S for alla positiva heltal n. Vidare fas da || AB]| < || A]|||B||
for alla A, B € B(FE) att

[T < ASINTINT™ -+ 1T TSI n= 2,3,

Da ||S]], [|T|| < oo foljer att ||[T™ || = 0 for n tillrickligt stort, dvs Tt =
0 € B(E) for nagot positivt heltal.

Men nT™~! = ST™ —T"S tillimpad pa n = ng,ng—1,...,2 ger T = 0. Detta
motsager att ST — TS = I. Alltsa saknas S,T € B(e) med egenskapen ovan.

4. & 5. Kursboken...

6. Antag T € B(H) normal och z € H. Da giller
Tzl = (T2, Tz) = (T"w,2) = (TT"z,2) = (T"z,T"x) = | T"=||”
och ||Tz| = ||T*x|| foljer. a) visad.

Av a) féljer att N(T') = N(T™*) for alla normala operator 7' € B(H). Fixera
att A € C. Da ar A\I — T normal om 7" &r normal ty (Al —7T)* = A\ —T* och

M =T)YMN =T*) = AT = \T* = XT +TT* = {TT* =T*T} = (A - T*)(\I = T).

Alltsa géller N(M — T) = N(AI — T*) dvs b) visad. Alternativt kan man
bara “rikna pa” fran || T*z — Az|%.

10



Forslag till 16sningar till tentamen i TMA400, 2000-05-30

Uppgift 1
Givet Af(x) = f027r cos(z —y) f(y) dy, 0 <z < 27.

A &r en begréinsad linjar operator pa C10, 27|: Linjériteten trivial (men bor visas).
Begransningen av A foljer av

21 2T

Af(@)] = | / cos(z — ) (y) dy| < / |cos(z — )| | £ ()] dy <
° ° <1 <[ flloo

< 21 oo

it [l = SUDseiom) |/ (). Allis oljer

1A lloo < 27 floo,
vilket medfér ||A| < 27.

A &r en begrinsad linjér operator pa L?[0, 27|: Linjériteten trivial som ovan. Begriins-
ningen av A foljer av

2 2 2
/ A (2) de < / ( / | cos(z — )1 ()] dy)? dz <
0 0 0
< {Ho¢lders olikhet} <

27 27 2
< / (/0 |cos(x—y>|2dy>(/0 FW)P dy) dz < 47 £,

dar || flle = (f27 | ()2 dy) /2. Alltsi foljer

0
[Afllz2 < 2 fllz2,
vilket medfor ||A| < 27.

||A||C[0,2W]—>C[0,2W] = 4: Vi noterar att

2 27
| Alleosscioz < / | cos(z — )| dy = / | cos(y)| dy = 4.
0 0

For n = 1,2,..., lat f, vara kontinuerliga funktioner pa [0,27] som uppfyller

| fulloo = 1 och dessutom = 1 pa intervallen [0,2 — L] J[3F + 1, 27] och = —1 pa

2 n
intervallet [Z + £, 3% — L] (hiir kan f, t.ex. villjas som styckvis linjira funktioner).

n’ 2 n
Da giller
Afa(0) <4
samt

Af (O)>/2ﬂ|cos( Jy—2-2—4- 2
n - 0 y y n_ na
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vilket visar pastaendet ovan.

| Al 220,221 2[0,27] = 7: Vi noterar att A &r en kompakt sjilvadjungerad operator
pa Hilbertrummet L?, varfor [|A|z2020-120,20, = sup{|A| : A egenvirde till A}.
Eftersom Af(z) = acosz + bsinz, dir a,b € R beror pa f, ges varje egenfunktion
pa denna form. Liten kalkyl ger att A ar ett egenvérde till A om ekvationssystemet

A(acos(-) + bsin(+))(z) = Macos(x) + bsin(z))
i a,b har en icke-trivial 16sning, dvs om A = 7.
Uppgift 2
Vihar f € C[0,1],) € R, dér |\ < e(e — 1), och ska visa att
u'(z) + u'(z) + Au(z)| = f(z), z € (0,1)
u(0) =u(1)=0
u e C?
har en entydigt bestdmd l6sning.
v +u =F z e (0,1)
u(0) =u(t) =0 '

Antag e(x,t) = a1(t) + az(t)e ™ uppfyller {

1 — e'~*. Greenfunktionen ges av

1. Greenfunktioen till {

. Detta ger e(z,t) =

g(z,t) = 0(x —t)(1 — e"™%) + by (t) + by(t)e™

Villkoren ¢(0,¢) = g(1,t),0 <t < 1 ger

b1(t) + ba(t) =
1-— +b1(t)+b2(t)€71 =0,0<t<1.
Alltsd g(z,t) = 0(x — t)(1 — e'™%) + e;__f + %elte_w. Vi noterar att g(z,t) <0
alla z, t.
2. Satt

(Tu)(x) = /0 9(z, 1) (f () = Au(t)[)dt, 0 <z <1
u € C[0,1]

Det ursprungliga problemet har en unik 16sning omm 7" har en unik fixpunkt.
For u,v € C[0, 1] giller

|(Tu)(z) = (Tw)(z)| = I/0 g(z, ) (A ()] = Aju(®)])dt| <
< M|/0 l9(z, D) [Ju(t)] = [o(®)]|dt < IM/0 l9(z, 1) dt][u — vl
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Siitt j(z) = [, lg(x,?)|dt. Hir r j(z) = [, g(x,t)(~1)dt, losningen till j" +
jl= -1 med randvﬂlkoren 3(0) = j(1) = 0. Alltsa j(z) = & — 2 — Sre™®
med jmax = j(ln %) = e_—1 +1In(1 — %) < L _ % _ 6(61_1)'

e—1

Hérav foljer ||Tu — T||eo < e(‘:‘_ll) || — v||00, och Banach fixpunktssats medfor
att T har unik fixpunkt om |\ < e(e — 1).

Uppgift 3

Givet avbildningen

1 1
T(x1,Zy ... yTpy...) = (21, =(x1 + 22),... ,ﬁ(xl—l—...xn),...).

5
Visa att

1. T : #2 — /2 4r en begrinsad linjir operator

2. T ej ar surjektiv

Linjariteten hos 7" ar trivial.

T begrinsad operator: Tag x = (21,%2,...,%p,...) € £* och betrakta ||Tx]|%.
VLOG kan vi anta att x,, > 0 for alla n.

1 1
—2(x1+ac2)2+...+ﬁ(xl—i-...xn)Q—i-...:

|Tx||7 = =7 +
¢ 2

1 1
— J00 2
—Ek:ﬂk(p‘i‘m‘f‘---)‘*‘
1 1
Y XX 2xp i (— .

Vidare giller

1 — 1
yoo L { o1z de =75,
vilket ger

1
||TX||112 < 2||X||e2 + 2552 123 k+1xkxaj 1 <

TrT
< 2||x||% + 4252 123”1,{';;

Dessutom har vi

xka

00 yI00 _ vy 1/2(By1/s, /2,3 \1/a
Eklzjlk Zkl]l{(k+])/()/ }{( )/(k)/$}<
< {Holders ohkhet} <

o o0 1 k o o 1 .
(3R 12g lk—f— ( )I/Qxi)l/Q(Ek 129 lk—i- (k)l/%?)lﬂ-
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Har ar

Ykt =l 1 g (_-)1/21'% = Ek:ﬁi jZI—k—i-j(;)l/Q’
dar
1 k 1/2 /oo 1 k 1/2 X
C

med C oberoende av k. Foljdaktligen giller
e8] 00 mkxj 2
Ek:lzjzlm < Ol

vilket medfor att ||Tx|/2 < V2 + 4C||x|| 2.
T ej surjektiv: Vi noterar att T : £2 — £? &r injektiv, dvs Tx; = Txy = X; = Xy,

och begrinsad. Om T #r surjektiv s ger den inversa avbildningssatsen att 7! ir
en begrinsad linjar avbildning. Satt

o =(0,0,...,0, 1 ,0,...).

~—~
plats n

Da géller ||yn||e2 = 1 och

Ty =(0,0,...,0, 1 ,...),

plats n
dvs ||Tynl|lez > n, for alla n. Detta medfor ||T7!|| = oo, vilket ger en motsigelse.
Alltsa T &r ej surjektiv. (Alternativt kan man notera att foljden
1 1 1
=(1,0,—=,0,-,0,—=,0,...) € £
y = 7020, —% )

medan den enda sekvens x sadan att Tx =y ges av

x=(1,-1,1,-1,1,—1,...) € /)

Uppgift 4 & 5
Se kursboken.
Uppgift 6

Lat T vara en begrinsad linjir operator pa ett Hilbertrum H med ||T|| = 1. Antag
att Txg = x( for ett g € H. Ska visa att T*zy = x,.

Betrakta
||T*CEO — .’L'()”2 = <T*.’L'0 — l'(),T*.’L'O — .T0> =
= || T*xo||> — (T™*0, x0) — (0, T" o) + ||2ol” =
= || T* ol — (o, Two) — (T'wo, xo) + ||zo|* =
= || T*zoll” — l|zoll> < (T — 1)[|zol* =
= (ITI* = D)llzl* = 0.

Alltsa géller T*zy = xp.
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Forslag till 16sningar till tentamen i Funktionalanalys TIM A 400,
2000-01-15

Uppgift 1
v +u' =F,ze(0,1)

u(0) =u(l) =0

Vi berdknar forst Greenfunktionen till {

Greenfunktionen ges av

g(z,t) = 0(z — t)e(x,t) + by (t) + ba(t)e”

dar e(z,t) = a1(t)+as(t)e”® bestdms av Z’(t(,ttzf) | - Detta ger e(z,t) =1—€"".
Villkoren ¢(0,t) = g(1,t) = 0,0 <t < 1 ger
bi(t) +bo(t) =0
{ 1= e b(t) + by(t)e =0 O<t<l

Detta ger g(z,t) = 6(z—t)(1—e"%)+ eet_—_f—i- e lt ~*. Det ursprungliga problemet har
en entydigt bestdmd losning om och endast om avbildningen 7" : C[0, 1] — C0, 1]
har en unik fixpunkt, dar

(Tu)(z) = /0 g(z,t)(cost —sin(u(t))dt, 0<z<1.

For u,v € C[0, 1] géller
[(Tu)(z) — (Tv)(z)| = \/0 g(z,t)(sin(v(t)) — sin(u(?)))dt| <
< / (@, )| [o(t) — u(t)]dt < / (@, B)[dt ]l — v]]os.

Vi noterar att g(x,t) < 0 alla z, ¢ varfor fo lg(z,t)|dt = fo )dt ar 1osnin-
gen till 3"+ 7' = —1,5(0) = j(1 )—O Alltsafasy( )= ﬁ—x—ﬁe . Vi ser att
Jmax < 1, varfor avbildningen 7" &r en kontraktion. Banachs fixpunktsats medfor att

T har en unik fixpunkt.
Uppgift 2

A sjilvadjungerad kompakt operator pa Hilbertrum H med ||A|| < 1. Vi noterar
att om \ egenvirde till A sa giller A € [—1,1] da |Al||ul| = ||Aul| < ||A||||u||. Lat nu
{en} vara ett ON-system av egenfunktioner till A, svarande mot egenvérdena {\,}
sa att

Au = Z/\n<u, €n)en, U€E H.

Det galler att



och alltsa

=D (0 = A% u, en)

1(A* = A%)u|”
n=1
Men |z* —2?| <  for o € [—1,1] och alltsé géller [\} —A2| < L, allan. Féljdaktligen
géller
- 1
I(A* = A%l < (5)* ) K, en)]” < (1l

Pastaendet i uppgiften foljer.

Uppgift 3

) K3 integraloperator pa L?(0oo) given av kiirnan
1

k ) = T ) -
2(y 33) X{y> >0}(33 y)a:—i-y

k3 (x,y) =
Eftersom ki(z,y) = ko(z,y) + k3(x,y) utom pd en nollméingd giller K; =

K, + K;.
Ky f(z)| < K. \f|( ) Alltsa galler
o]l = sup || K f| 2 < sup 1531 f ]2 = {ks > 0} = || K|
feL? ||f|| rer ||f||
0

f#0
) Eftersom ||Ki|| < ||Kq|| + || K3l = 2||Ka|| < 2|| K| rdcker det att visa att

|K3]| < 2. For f,g € L?(0,00) giller

001 x .
(Kaf, g Lz|=|/ —/ftdtgwd:c|=

|/ /fxsdsg Jda| = |// f(s)g

< {Hélders olikhet} <
1 00
: / (/ |f (zs)[*dz) || gl r2ds =

g(x)dzds| <

0 0
1
—/ %Ilfllmllgllnds = [2v/sloll fllz2llgllz2 = 2l fllz2)llgll 2

Alltsa géller
| Ksfllee < 2||f]l2 alla f € L*0,00)

Vi far || K| < 2.
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Forslag till 16sningar till tentamen i TM A400, 1999-08-21

Uppgift 1

Lat H beteckna Hilbertrummet L?([0,1]). Sétt fi(z) = z, fo(z) = 22 och f3(x) = 1.
Infimum antas for

_ _{f1.f2)
= TRP
_ {f1,f3)
b= IAK
En rattfram kalkyl ger a = —%, b= —% och

1
5, 1,, 3
/0 |x—4x —2| d:v—16.

Alternativt kan man minimera funktionen F'(a,b) = fol |z + ax? + b dz.
Uppgift 2
Vi har f € C[0,1],A € R, dér [A\| < e(e — 1), och ska visa att

u'(z) +u'(z) + Alu(z)| = f(z), z € (0,1)
u(0) =u(1)=0
u € C?

har en entydigt bestdmd l6sning.

. . u'+u =F ze (0,1)
1. Greenfunktioen till { w(0) = u(t) = 0 :
e( ’2 =0 . Detta ger e(z,t) =

Antag e(x’t) = (t) + a2(t)e uppfyller { e (t, ) =1

/!
X
1 — e, Greenfunktionen ges av

g(z,t) = 0(x —t)(1 — ") + by () + by(t)e ™.
Villkoren ¢(0,t) = g(1,t),0 <t < 1 ger

b (t) + be(t) = 0
L—e™t+b(t) + ba(t)e ' =0,0<t < 1.

Alltsd g(z,t) = 0(x — t)(1 — e'™%) + e;:f + :elf e~*. Vi noterar att g(z,t) <0
alla z,¢.

2. Satt

1

(Tu)(x) = /0 9(z, 1) (f () = AJu(t))dt, 0 <z <1
u € C[0,1]

Det ursprungliga problemet har en unik l6sning omm 7" har en unik fixpunkt.
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For u,v € C[0, 1] géller

|(Tu)(z) = (Tw) (=) = I/0 9(z, ) (A (®)] = Aju®)])dt| <
< W/O l9(z, D) [Ju(t)] = [v(®)]|dt < IA\/0 l9(z, 1) |dt][u — vl

Sitt j(z) = [, |g(x,t)|dt. Har ar j(z) = [ g(x,t)(—1)dt, losningen till 7 +
j' = —1 med randvillkoren j(0) = j(1) = 0. Alltsa j(z) = 55 — 2 — e
med jumax = j(In %) = L +Im(1 -1 < 1= 1

€ = — - =
e—1 e— e e e(e—1)"

Hérav foljer ||Tu — T||0o < e(‘e’\_|1) ||lu — v||0o, och Banach fixpunktssats medfor

att 7 har unik fixpunkt om |\ < e(e — 1).

Uppgift 3

Antag att det inte finns nagon punkt p € K sadan att f(p) = g(p). For varjep € K
definiera nu h(p) som skirningspunkten mellan randen 0K och den del av stralen
fran f(p) genom punkten g(p) som ej ligger mellan f(p) och g(p). Da giller att
h : K — 0K &r en kontinuerlig funktion. Da K &r sluten konvex mangd maste
funktionen h enligt Brouwers fixpunktssats ha en fixpunkt i K. Detta ar omojligt
da h(K) C 0K och for varje punkt p € 0K giller p # h(p) p.g.a. konstruktionen
och antagandet att p = f(p).

Uppgift 4 & 5
Se kursboken.
Uppgift 6

For andligtdimensionella Hilbertrum géller att alla begrinsade linjira avbildningar
ar kompakta varfor vi direkt far att pastdende (a) r sant medan pastaende (b) ar
falskt. Vi antar nu att Hilbertrummet &r odndligtdimensionellt. Da géller att

e (a) ar falsk, vilket foljande exempel visar: Lat n =2, H= [ och att A: [*> —
12 5r given av

A($0,$1,$2,$3,$4,$5, .- ) = (xla 03$3507$5a0’ - )

D4 giiller att A ir en begrinsad linjir operator (||A|| = 1) och att A%> = 0 men
ej att A ar kompakt.

e (b) dr sann, ty om A dr kompakt s maste ocksda A™ vara kompakt men I Ar
ej en kompakt operator.
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Forslag till 16sningar till tentamen i TMA400, 1999-05-25

Uppgift 1
Vi har
0 ={(2,) : 2y € R (eller ©) allan & Z |z,| < oo}

n=1

och

02 ={(2,)%, : 7, € R (eller C) allan & (Z |$n|2)1/2 < o).
n=1

o0

0t C £2: Fixera x = (z,) € ¢£'. D4 Z |z,,| < oo finns N sd att |z,| < 1 f6r n > N.

n=1
Alltsa giller |z,|? < |x,| for n > N. Detta medfor

oo N oo
Dzl = lenl2+ Z wa2< Slwlr Y Jal <.
n=1

n=N+1 n=1 n=N+1
—
<oo dd dndlig summa <oo

Alltsa (Z \xn\Q)l/z < 00 och x € 2.

' delrum ar ¢2: DA ¢* linjért rum géller att varje linjirkombination av element i £*
ligger i £' och alltsd i /2. Pastaendet visat.

' ej sluten i /% Det finns x € 2\, t.ex. x = (2,)32,, dir 2, = =. Vidare ligger
varje sekvens som endast innehéller #indligt manga nollskilda element i £'. Slutligen
ar mangden av alla sekvenser med éndligt ménga nollskilda element tét i £2. Alltsa
6, G & = 2. (Observera skillnaden mellan ¢'-topologin och £>-topologin)

Uppgift 2
Vihar f € C[0,1], A € R, dér |A| < e(e — 1), och ska visa att

u'(z) + u'(z) + Au(z)| = f(z), z € (0,1)
u(0) =u(1)=0
u € C?

har en entydigt bestdmd losning.

u'+u =F ze (0,1)
u(0) =wu(t) =0 '

Antag e(z,t) = a1(t) + az(t)e” uppfyller { 2,(72’;1)

1. Greenfunktioen till {

. Detta ger e(z,t) =
1 — e!=2. Greenfunktionen ges av

g(z,t) = 0(x —t)(1 — %) + by (t) + ba(t)e”
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Villkoren ¢(0,¢) = g(1,%),0 <t < 1 ger
by (t) + bo(t) =
1—et” 1+b1( )+b2(t)e_1 =0,0<t<1.
Alltsa g(z,t) = 0(x — t)(1 — e'™%) + f:f + ee’_elte*””. Vi noterar att g(z,t) <0
alla z,t.
2. Satt

(Tu)(x) = /0 9(z, 1) (f () = AJu(t)[)dt, 0 <z <1
u € C[0,1]

Det ursprungliga problemet har en unik l6sning omm 7" har en unik fixpunkt.
For u,v € C[0, 1] géller

|(Tu)(z) = (Tw) (=) = I/0 g(a, ) (A (®)] = Au(t)])dt| <

1 1
< \/\|/0 gz, D)|[[u(®)] — |v(@)||dt < |/\\/0 l9(z, 1) |dt||u — v|o
Satt j(x fo lg(z,t)|dt. Hér ar j(z) =
1

h
j=-1 med randvillkoren j(0) = j(1) .

med jpax = j(In %) = Tl+1n(1—l) <G -= e

g(z,t)(—1)dt, 16sningen till j” +
A

litsd j(z) = 55—z — ;5He™

Hérav foljer ||Tu — T||eo < e(e 1 ||lu — v||00, och Banach fixpunktssats medfor
att T har unik fixpunkt om |\ < e(e — 1).

Uppgift 3

A : H — H kompakt sjilvadjungerad operator pa Hilbertrummet H. Da finns
egenvektorer u,, dndligt eller upprékneligt manga, svarande mot egenvirden A, till
A,00 > M| > Aol > |A3] > ... > A, > ... sadan att A =) A\, P, dir P, &r
projektionsoperatorn som avbildar H pa Span (u,). Da géller pa grund av att A ar
sjalvadjungerad att A\, € R for alla n. Satt

B = Zmax(ﬂ, An) P,
- Zmin(O, An)P,

Déa giller eftersom Span (ug) L Span (u,) for n # k att B (och pa samma sétt for
C) ar kompakt, sjilvadjungerad (bor visas) och positiv da (Bz,z) = Y. max(0, \,)|[{z, un)|* >
0.

Uppgift 4 & 5
Se kursboken.
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Uppgift 6
Antag x, — 01 H, dar H &r ett Hilbertrum (annars betrakta foljden z,, — ). Satt

Tn, = 1. VAlj x,, rekursivt enligt foljande: Antag att xn,,zn,,...,2n, , valda.

Vilj z,, & att (Ty,, Tn,) < 5, £=1,2,...,k — 1. Detta &r mojligt da z, — 0.

Notera vidare att sup ||z,|| < M < oo for nagot M da {z,} &r en svagt konvergent
n
foljd.

. 1 «
S&tt ym:E;xnk m=1,2,3,....

Da giller

1 m m
||ym||2 = w(ankame):
k=1 =1

B 2 o)

k=1 1=t<k<m

1, [I” <k
N ~~ -
<Mm? <2y p, El<om
1 M? +2
< —(mM?+2m) = * — 0 da m — oo.
m m
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