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Functional Analysis

sid. 2 av 24

Matematik, CTH & GU

Tentamen i Funktionalanalys TMA401/MANG670
Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon: Karin Kraft 0740-459022

Datum: 2004-01-12
Skrivtid: fm (5 timmar)

1. Show that the following boundary value problem

has a unique solution.

2. Let T be the linear mapping on L2([0,1]) defined by

Tf(z) = / (e 4+ 9)f(y)dy, 0<z<1.

Show that T is bounded and calculate ||T]|.

(4p)

(4p)

3. Show that the following boundary value problem (almost the same as problem 1)

" _ o u(@)
u(x)+u(z)f)\2+u2() 0

u(0) = u(3) =0, c*([0, 31)

has a solution for all A € R.

IN

x <

NN

(4p)
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4. State and prove the Riesz representation theorem.

(5p)
5. Let T be a mapping on a real normed space X satisfying
Tx+y) =T(x)+T(y) for all z,y € X.
Show that
T(Ax)=AT(z) for all Ae Rand z€ X
if T is continuous.
(4p)

6. Let (2,)%2, be a complete ON-sequence in a Hilbert space H and let (y,)%2; be another
ON-sequence such that
Soillen —yal® < 1.

Show that the ON-sequence (y,)52; also is complete.

Good Luck!!
PK
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Matematik, CTH & GU

Tentamen i Funktionalanalys TMA401/MANG670
Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon: Anders Logg 0740-459022

Datum: 2003-08-30
Skrivtid: fm (5 timmar)

1. Show that the following boundary value problem

" _ (@)
u’(x) —u(x) = )\1 2()

u(0) — v/ (0) +u(1) = u(0) + «/(0) + 2u'(1) = 0, w € C%([0,1])

, 0<x <1

has a unique solution for |A| < € where € > 0 is close to 0. Give an estimate on the size of e.

(4p)

2. Show that the set {fi(x), fa(x), f3(x),...} , where fu(z) = 2", -1 < 2 < 1 and n =
1,2,3....,is linearly independent and use the Gram-Schmidt process (with the Hilbert space
L?([-1,1])) to produce the first three orthogonal vectors, call them g1, g2, g3, out of f1, fa, f3.

(4p)

3. Let (u,,)%; be an othonormal sequence in L?([0,1]). Show that the sequence is an orthonor-
mal basis if

2311|/ up,(t)dt)> =z, for all z € [0,1].
0

(4p)
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. State and prove the Riesz representation theorem.

(5p)

. Let H be a Hilbert space. Prove or disprove the statement: Every bounded linear mapping
on H preserves orthogonality.

(4p)

. Let X be a separable Hilbert space and T': X — X a compact linear operator. Show that
T can be approximated by finite rank operators in B(H ), i.e. there exist a sequence of finite
rank operators T;, on H such that T,, — T in operator norm.

(4p)

Good Luck!!
PK
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Matematik, CTH & GU

Tentamen i Funktionalanalys TMA401/MANG670
Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon: Axel Malqvist 0740-459022

Datum: 2003-05-31
Skrivtid: fm (5 timmar)

1. Prove the existence and uniqueness of a solution to the following boundary value problem

u”(x) + ' (z) = arctanu(z?), 0<z<1
{ uw(0) =u(l) =0, wueC*]0,1))

(4p)

2. Let (en)52; be an ON-basis for a Hilbert space H and assume that T : H — H is a bounded
linear operator on H such that
SatilTen]? < co.

Show that if (f,,)22, is another ON-basis for H then

n=1
ST full® = 2520 | Tenll*.

Moreover show that
IT|? < 202, | Ten .

n=1

(4p)

3. Set Ry = {z €R:z >0}. For f € L%(R;) define

Show that
M : L*(Ry) — L*(Ry)

is a bounded linear mapping on L?(R. ), calculate the operator norm of I — M and, finally,
determine the adjoint operator of M. Here I denotes the identity operator on L?(R.).

(4p)
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4. State and prove the Riesz representation theorem.

(5p)

5. Let IC(H) be the subset of all compact linear operators H — H on a Hilbert space H in
B(H) with the operator norm. Show that /C(H) is a closed subspace in B(H).

(4p)

6. Let X be a Banach space and T : X — X a compact! linear operator. Show that there
exists a constant C such that for every y € R(I +T) there exists a x € X withy = (I +T)x
such that

[[z]l < Cllyl-

(4p)

Good Luck!!
PK

1Exactly the same definition as for a linear operator on a Hilbert space
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Matematik, CTH & GU

Tentamen i Funktionalanalys TMA401/MANG670
Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon: Erik Broman 0740-459022

Datum: 2002-08-21
Skrivtid: fm (5 timmar)

Lokal: VV22
1. Let A be the linear mapping on L?([0,1]) defined by
1
Af@) = [ @-yPiwdy 0o,
0
Calculate
(a) A*
(b) [IA]l.
(14+3p)

2. Consider the differential equation

—u'" = e, 0<z<l,
u(0) = u(1) = 0.

(a) Formulate the boundary value problem as a fixed point problem « = T'u, where T is an
integral operator.

(b) Set B = {u € C([0,1]) : |Jullco < 1}. Show that T maps B into itself provided
0 < A < Ag for Ag sufficiently small. Give a numerical value on \g.

(c¢) Show that the differential equation is uniquely solvable in B with A chosen as in (b).

(2+1+1p)

3. Let T be a positive, self-adjoint, compact operator on a Hilbert space H. Show that
<T.I,£C>n < <Tn1‘,SC> ! <x’x>2(n71)’

for all positive integers n and all x € H.

(4p)



Functional Analysis sid. 9 av 24

4. State and prove Lax-Milgram’s theorem.

(5p)
5. State and prove the orthogonal projection theorem.

(4p)

6. Let A be a subset of a Hilbert space H. Show that (A+)~ is the smallest closed subspace of
H that contains A.

(4p)

Good Luck!!
PK
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Matematik, CTH & GU

Tentamen i Funktionalanalys TMA401/MANG670
Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon: Peter Kumlin 0739603800 (eller 035 52077)

(Om telefonen ovan ej fungerar: Jana Madjarova 031 7757763)

Datum: 2002-06-01
Skrivtid: fm (5 timmar)
Lokal: maskin

1. Let A be the linear mapping on L?([0,1]) defined by

1
Af(z) = /0 (x—y)f(y)dy, 0<z<l.

Calculate

(a) A*A
(b) (4]

(2+2p)

2. Prove the existence and uniqueness of a solution to the following boundary value problem

1
(@) =24+ — <<
(@) TTrew) 0=w=

u(0) =u(l) =0, ue C%([0,1])

(4p)

3. Let T': X — X be a mapping (not necessary linear) on a normed space X. Moreover assume
that there are real constants C, «, where o > 1, such that

IT(x) =Tl < Cllz —y[|*, forall z,y e X.

Show that there exists a z € X such that T'(z) = z for all z € X.

(4p)
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. State and prove Hilbert-Schmidt’s theorem.

(5p)

. Let A be a bounded operator on a Hilbert space H. Define the adjoint operator A* (also
prove that it exists) and show that A* is a bounded operator on H with | A|| = ||A*||.

(4p)

. Let T be a self-adjoint operator on a Hilbert space H. Assume that 7™ is compact for some
integer n > 2. Prove that T is compact.

(4p)

Good Luck!!
PK
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Matematik, CTH

Tentamen i Funktionalanalys TMA400

Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon: Peter Kumlin 772 3532 (alternativt 0739603800)

Datum: 2002-01-26
Skrivtid: fm (5 timmar)
Lokal: maskin

1. Lat H vara ett odndligtdimensionellt Hilbertrum och T': H — C en begrénsad linjar funk-
tional # 0. Berikna dimensionen for det linjira delrummet AN(T)* av H. Ge ocksa ett
exempel pa ett Hilbertrum H och en funktional 7" som ovan.

(4p)

2. Visa att det finns exakt en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion u(z) definierad pa
intervallet [0,1] sadan att u(0) = u(1) = 0 och

u”(x) — cos?u(z) =1, x€0,1].

(4p)

3. Lat T vara en sjélvadjungerad, positiv, kompakt operator pa ett Hilbertrum H med ||T]| < 1.
Ge en uppskattning? av
37 — 207 + T2.

(4p)

4. Formulera och bevisa Lax-Milgrams sats.

(5p)

5. Lat T vara en begrénsad linjdr operator pa ett Banachrum X. Definiera o(T). Lat 04(T)
beteckna det approximativa spektrumet for 7', dvs méngden av alla komplexa tal A for vilka
det finns en foljder {x,,}22; i X med ||z,| = 1 sa att

lim [|(T — A)x,|| = 0.
Visa att 0, (T) &r en delméngd av o(T).

(4p)

6. Givet en tidt delméngd S i ett Banachrum X. Lat vidare {T,}52, vara en f6ljd av linjéra
operatorer pa X. Antag att

(a) lim,— o Ty, x existerar for alla € S och att

(b) det finns ett C' > 0 sa att
[T x| < Cl]]

for alla n och alla z € X.

Visa att lim,, ., T}, © existerar for alla x € X.

2En uppskattning bittre &n den triviala

37 = 207% + T2 < 3||T||* + 20 T||° + | T||* < 24.
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(4p)

Motivera val!
Lycka till!!
PK
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Matematik, CTH

Tentamen i Funktionalanalys TMA400

Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon: Robert Berman 0740-459022

Datum: 2001-08-29
Skrivtid: em (5 timmar)
Lokal:

1. Lat [? beteckna Banachrummet av alla sekvenser (...,x_o,2_1,%0,%1,%2,...) med ele-
mentvis addition och multiplikation med skalir och med den vanliga normen ||x||? = 32 _ __|z,|2.
For varje x € [? definiera

(Tx), = Tpy1 + 22p—1 + 10z, n=2kkecZ
"7\ 2zpg1 + o1+ 10z, n=2k+1,keZ
Avgor om T &r

(a) en begrinsad linjir operator pa (2
(b) sjélvadjungerad

(c) en inverterbar operator?.

(4p)

2. Visa att det finns exakt en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion w(z) definierad pa
intervallet [0, 1] sadan att

u(0) — 2u(1) = u'(0) — 2u/(1) = 0

och
" (z) — |u(z) + x| =0, =z €][0,1].

(4p)

3. Lat T vara en begrinsad linjir operator pa ett Hilbertrum H med dim R(T) = 1. Visa att
for alla y € R(T), y # 0, finns entydigt bestdmda x € H sa att

Tz=(z,2)y, z€H.

Visa ocksa att
1T( = [lz| - [ly]]-

Anvind t.ex. detta faktum for att beriikna operatornormen fér avbildningen
1
TF() = / = f(s)ds,  fe L20,1].
0

(4p)

4. Formulera? och bevisa Banachs fixpunktssats.

(4p)

5. Formulera och bevisa Riesz representationssats.

3dvs T~ € B(I?).
4 Antingen den version som finns i kursboken eller den som ér given i fixpunktshiiftet.
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(5p)

6. Givet ett slutet dkta delrum F' i ett normerat rum E. Visa att det for varje € > 0 finns ett
x € E sadant att [|z]| = 1 och ||z —y|| > 1 — € for alla y € F. Anvénd t.ex. detta for att
visa varje normerat rum X dér den slutna enhetsbollen {z € X : ||z|| <1} i X &r kompakt
dr dndligtdimensionellt.

(4p)

Motivera vil!
Lycka till!!
PK
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Matematik, CTH

Tentamen i Funktionalanalys TMA400

Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon:
Datum: 2001-05-30
Skrivtid: 8.45 — 13.45 (5 timmar)
Lokal: VV
1. Séatt

Au(z) = /07T etV cos(z + y)u(y)dy, =z €0,n].

Berékna operatornormen fér A och avgér om A dr en kompakt operator da A betraktas som
en operator pa

(a) Banachrummet C[0, 7],
(b) Banachrummet L?[0, 7.

(2p+2p)

2. Visa att det finns exakt en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion u(z) definierad pa
intervallet [0,1] sadan att u(0) = u/(0) = 0 och

o’ (x) —u(x) + %(1 +u(x?) =0, z€l0,1].

(4p)

3. Lat E vara ett normerat rum. Visa att det inte kan finnas avbildningar S,T € B(E) sadana
att
ST -TS =1,

dér I betecknar identitetsoperatorn pa E.

(4p)
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4. Formulera® och bevisa Banachs fixpunktssats.

(4p)

5. Formulera och bevisa® spektralsatsen for sjilvadjungerade kompakta operatorer pa Hilbertrum.

(5p)

6. Lat T vara en normal linjir avbildning pa ett Hilbertrum H, dvs T &r en begridnsad operator
sadan att T" kommuterar med sin adjunkt 7, eller i klartext

TT* =T*T.
Visa att

(a) || Tz|| = ||T*z| for alla z € H;

(b) X ir ett egenvirde med egenvektor z till 7 om och endast om A egenvirde med egen-
vektor x till T™.

(1p+3p)

Motivera vil!
Lycka till!!
PK

5 Antingen den version som finns i kursboken eller den som &r given i fixpunktshiftet.
6Beviset ska inkludera bevis av den sats som kallas for Hilbert-Schmidts sats i kursboken.



Functional Analysis sid. 18 av 24

Matematik, CTH

Tentamen i Funktionalanalys TMA400

Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

TElefom: ....ccccoimmmiiiiiiiiiiii e

Datum: 2001-02-17
Skrivtid: 8.45 — 13.45 (5 timmar)
Lokal: Maskinhuset

1. For u € C[0,1] sitt
(Au)(z) = / & — ylu(y)dy, =€ [0,1].

Visa att A dr en begrinsad linjdr operator pa Banachrummet C[0, 1] samt berdkna opera-
tornormen || Al|.

(4p)

2. Visa att det finns exakt en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion w(z) definierad i
intervallet [0, 5] sadan att u'(0) = v/(3) = 0 och

o’ (x) + u(x) = %sinu(ﬁ), z € [0, g}

Berékna hér forst Greenfunktionen och formulera sedan om differentialekvationen som en
integralekvation. Bestém slutligen funktionen u(x).

(4p)

3. Antag att H &r ett Hilbertrum. Anvénd spektralsatsen for att finna en H-vérd losning u(t)
till begynnelsevardesproblemet

du
—(t Au(t) = t
L) + Au(t) = 0, 1> 0,

u(0) = ugp € H,
déir A ar en kompakt, sjilvadjungerad, positivt definit operator pa H. Visa att

[l < lluoll, ¢ =0.

(4p)
4. (a) Lat A vara en begrinsad linjér operator pa ett Hilbertrum H. Visa att N(A*) =
R(A)*L.
(b) Definiera vad som menas med att en f6ljd i ett Hilbertrum konvergerar svagt. Ge
exempel pa en f6ljd som konvergerar svagt men ej starkt.

(4p)
5. Formulera och bevisa Riesz representationssats.

(5p)
6. Lat H vara ett komplext Hilbertrum och A en begrinsad linjir operator pa H med egen-

skapen att
(Az,z) e R

for alla x € H. Visa att A &r sjdlvadjungerad.
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(4p)

Motivera val!
Lycka till!!
PK
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Matematik, CTH

Tentamen i Funktionalanalys TMA400

Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon: Niklas Lindholm, 0740-350646

Datum: 2000-08-22
Skrivtid: 8.45 — 13.45 (5 timmar)
Lokal: VV

1. Lat (a,)22, vara en begrinsad foljd, dvs (a,)22, € [*°. Visa genom att anvinda Banachs
kontraktionssats” att det finns en begrinsad foljd (z,,)5; som léser

xn—1+4«rn+zn+1 = Qnp, n:172a'--7

dar zg = 1.
(4p)
2. Beriikna normen av operatorn A : C[0, 7] — C[0, 7] given av
(An@) = [+ e r)dy
Beriikna ocksd normen av operatorn B : L%[0, 7] — L?[0, 7] given av
B = [ @+ e ) dy
Funktionerna &r komplexvérda.
(4p)

3. Lat T vara definierad for x = (2,)52; enligt
(TX)p =nxp, n=12,...

Visa att D(T) = {x € [? : Tx € I?} #r en tit delméngd i [? och att T &r en sluten operator®
il?2 dvsatt x, € > forn=1,2,...,x, - yil? Tx, — zil? medfor att y € D(T) och

Ty = z.
(4p)
4. Lat cg,c1, ..., cp—1 vara kontinuerliga funktioner pa intervallet I = [0, 1], dér n &r ett heltal
> 2. Lat vidare a;, 0;; for i =0,...,n —1 och j =1,...,n vara komplexa tal och sétt

Rju = X" au(0) + ByuD (1), j=1,...,n.
Vidare sitt
Lu=u" +¢, 1Y+ .. +cu®+ Colt

och
Ru = (Ryu,...,R,u).

Ge tillrdckliga villkor for att det for varje f € C'(I) ska finnas en unik 16sning u € C™(I) till

problemet
Lu=f
Ru=0"

Redogor dessutom for hur man beridknar u, dvs beskriv hur man bestimmer Greenfunktionen
till randvéardesproblemet.

"Betrakta avbildningen

Tn — Z(an—xn—l — Tpy1), n=1,2....

8Utnyttja t.ex. att T ér en sjilvadjungerad operator.
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(4p)

. Formulera och bevisa "Orthogonal decomposition theorem”.

(5p)

. Lat H vara ett komplext Hilbertrum och A en begriansad linjar operator pa H med egen-
skapen att
(Az,z) € R

for alla x € H. Visa att A #r sjdlvadjungerad.

(4p)

Motivera val!
Lycka till!!
PK
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Matematik, CTH

Extra Tentamen i Funktionalanalys TM A400
Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon:

Datum: 2000-06-06
Skrivtid: em (5 timmar)
Lokal:

1. Berdkna normen av operatorn A : C[0, 7] — CI0, 7] given av

(Af)(z) = / "1t ) () dy.

Beriikna ocks& normen av operatorn B : L2[0, 7] — L?[0, 7] given av

(Bf)(x) = / "1+ =) £(y) dy.

(4p)
2. Antag att f € C([0,1]) och A € R.. Visa att ekvationen
{ u’(z) + ' (z) + Au(z)| = f(x), z€][0,1]
u(0) = u(l) =0, u € C%([0,1])
har en entydigt bestdmd 16sning om |A| dr tillrickligt litet.
(4p)

3. Antag att T : L2[0,1] — L?[0,1] &r en linjér avbildning siddan att Tf > 0 om f > 0. Visa
att T &r en begriansad operator.

(4p)
4. Definiera vad som menas med (ortogonal) projektionsoperator, att en operator dr idempo-
tent, samt visa foljande pastaende:

Antag att A dr en begrinsad linjir operator pa ett Hilbertrum H. Visa att A dr en (ortog-
onal) projektionsoperator pa H om och endast om A #r idempotent och sjilvadjungerad.

(4p)
5. Formulera och bevisa Riesz representationssats.
(5p)
6. Lat H vara ett komplext Hilbertrum och A en begréinsad linjir operator pa H med egen-
skapen att
(Az,z) € R
for alla x € H. Visa att A &r sjilvadjungerad.
(4p)

Motivera val!
Lycka till!!
PK
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Matematik, CTH

Tentamen i Funktionalanalys TMA400

Hjilpmedel: Inga (inte ens riknedosa).

Personuppgifter: Namn, personnummer, linje, antagningsar.
Inldmmning ska ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!
Teoriuppgifter: 4,5.6.

Telefon: Peter Kumlin 772 3532

Datum: 2000-05-30
Skrivtid: 8.45 — 13.45 (5 timmar)
Lokal: Gamla M-huset

. Betrakta integraloperatorn

2
Af(x):/ cos(zx —y)f(y)dy, 0<z<2m.

0

Visa att A definierar en begrinsad linjéir operator pa de tva Banachrummen (reella funk-

tioner)

(a) CI0,27]
(b) L2[0,27].

Beridkna operatornormen ||A]| i nagot av fallen.

. Antag att f € C([0,1]) och A € R. Visa att ekvationen

u’(z) + v/ (z) + Nu(z)| = f(z), z€][0,1]
u(0) = u(1) =0, u € C%([0,1])

har en entydigt bestdmd losning for |A| litet.

. Betrakta avbildningen

1 1 1
(x1,29,x3,...) — (21, 5(1“1 + x9), g(xl + 29 +z3),...,ﬁ(x1 4+ 29+ ...

Visa att detta fir en begriinsad linjir operator pa I som ej ér surjektiv.

(4p)
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4. Lat A : H — H vara en begriansad linjéar operator pa ett Hilbertrum H. Definiera A* och
visa att den dr en véldefinierad begrénsad linjédr operator pa H och att ||A*|| = || A||. Visa
slutligen att om A,, — A i B(H,H) di n — oo och om alla A, &r sjilvadjungerade sa ér
ocksa A sjilvadjungerad.

(4p)
5. Formulera och bevisa Lax-Milgrams sats.
(5p)

6. Lat T vara en linjir begrinsad operator pa ett Hilbertrum H med ||T|| = 1. Antag att det
finns ett xg € H sa att Txy = xg. Visa att da géller att T*xy = .

(4p)

Motivera vil!
Lycka till!!
PK



