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−x1 +2x2 ≤ 6,
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x1, x2 ≥ 0.
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µ∗ �� Ñ E=C > s�Î ­
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(µ∗)Tg(x∗) = 0
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µ∗

i gi(x
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i = 1, . . . , m
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f∗ := infimum
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subject to x ∈ X, 2 � � Æ �53
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z∗ = maximum z = 5x1 + 8x2 + 7x3 + 9x4

subject to 3x1 + 2x2 + 2x3 + 4x4 ≤ 5
2x1 + x2 + 2x3 + x4 = 3
x1 , x2 , x3 , x4 ∈ {0, 1},
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minimize f(x) = −2x1 + x2¤ °?�4�   � ��� �
x1 + x2 ≤ 3,

x ∈ Xc = {x ∈ R
2 | 0 ≤ xj ≤ 4; j = 1, 2 },
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f(x) + µTg(x) ≤ q(µ) + ε 2 ®!� ¯ � � �?¯ � � � ε̧

� �i� � ��� � � � �H3 2 ¡i� � �43
g(x) ≤ 0

m 2 Ä
� � ��� �7­   � ¤ � �?� � � � �=3 2 ¡i� � �H3
µigi(x) ≥ −δi, i = 1, . . . , m 2 ®!� ¯ � � �?¯ � � � δ

¸ � �J�(�i�   �(  � � � � � � �H3 2 ¡?� � � 3
ε +

m
∑

i=1

δi ≤ Γ 2 Ä�  � � °i� �i� � � � ��� � �?�i� � � � ��Ö Î 3 2 ¡i� � �H3

ε ≥ 0, δ ≥ 0
m 2 Ä�  � � °i� �i� � � �J��� � �?�i� � � � ��Ö Î Î 3 2 ¡i� �   3

Éi¬i� åè� ¬?� ��� ¬?� ¤�¹   � ¤ � �J��� ­n� ¬i �¯ � � �?� �
�J�J� � �(�J� � � ��� �J�i�?� � � �J�i¤�� ¤�  ~J°?� ¹ �J�   �J��� �� ¬i ��J� � ¯ � �?� �n� �?  Ö
� �Q� ¬?� ��ån �� � �{�J� ¤ ��� ¬?� � � � �   � � Ë  ����?� � �(� � �i�i°?� �n� �i� � ��� �n�?� � �å � � ¬Q���i�J� �
(ε, δ)

� ��� ¬? �¤ �J¤ �   � 2 ¡i� � 3 � e D <5C s�Î �(� ¤�� ¬? �  � ¤ �   ¤ ��� ��  ¤ � �J�i� � ¤ ¬Q� ¬i   ~J°?� ¹ �J�   �i�  ��i� �   � � � ���?  � ån    ��� ¬? �� å ��¤ �J¤ �   �(¤ �� Ñ E=C > s « ¬? �� �?�?  � � � �?�  �� ­7� ¬? �¤ �i¤ �   � 2 ¡i� �43�� ¤�� ¬?� � � ­����?� ¤ � ¯ ¯J�   ¯ � �   �(¹   � ¤ � � �� ­�� ¬i �¤ �i¤ �   � 2 ¡i� � 3 Ö å ¬?  �   � ��ån ��(  � ¤ °i�  �� ¬? �� � ���i�   �(  � � � � � � �Q­ °?� ¼?� � �(  � ��­ � �  � � ¬�� � �?¤ � � � � �J��� �?�i� ¹i� �i°?� � � ��� � � ¬?  � � ¬i� ��� °?�(�7  ��� �J¯   � ¬?  ��� � � ���(¤ °i��� � � � � � Ë � �?¯� ¬i� ¤n�i� ¤ � ¯ ¯J�   ¯ � � � � ��� � ��¤ �J�( n� � �(  ¤n�? �� ­�� �?¹ �J� � � ¯J  å ¬?  ���?  ¹i� ¤ � �i¯���®��J¯ � � �?¯ � � �¬?  °?� � ¤ � � ��­ � ��� ¬? (�?� �J�i�   � 2 � � � 3 Ö!  ¤ �7  � � � � � ��å ¬?  ��� ��� ¤�� ­
� ¬i �� �J� °?�(�Q¯   �i  � � � � � �¹ � � �   � � � �
��N ��y|{�V7\
XWR }
Éi� � ¹  �� ¬i ��?� �J�i�   �â� �

minimize f(x) = −2x1 + x2¤ °?�4�   � ��� �
x1 + x2 ≤ 3,

x ∈ X =

{(

0
0

)

,

(

0
4

)

,

(

4
4

)

,

(

4
0

)

,

(

1
2

)

,

(

2
1

)}

�J��¼7� ¤ �(¤ �J� ¹J� �i¯�� ¬? �®!� ¯ � � �?¯ � � �Q�?°i�J�n�i� � �?�   ��� ¤ ¤ �J� � � �   �Qå � � ¬{� ¬? �®!� ¯ � � �?¯ � � ��   � � �?� � � � ��� ­�� ¬i �� � �i  � ��� �J�i¤ � � � � � � Ö?� �?��� ¬?  ��¯J  �?  � � �  �� ¬i �¤   ��� ­
� �i� � ��� ���?� � �(�J�¤ �J� °J� � � �?¤ � ¬?� �J°i¯J¬�� ¬? �°?¤  �� ­�� ¬? �¤ �J¤ �   � 2 ¡?� � 3 � ä?�J��å�¬i� � ¬�¹ � � °?  ¤�� ­ ε
� �?�

δ
� �J�ån ��i  � � ¹J ����i� � ��� � �J�?°i�J�7� �i� � ��� �!¤ � � °i� � �J�H�



��� �����������

� �ú[ Y�[\Z�� W ��� +�[�^ �%� Y # � W
"���[ $

�dN M
	���}�\][ `�[ \ ��\ �BXWV7`�`�[ `��
ZFb9}�} X�biTYUWR }%\
ä?� � ��°?� � �   � ¬i ��(� �?� ��°i�\¤ �?� �?�i� �?¯�� �    ��i� � �?�   � 2 � ÉJ«Y3n� ¤ ���?  � ån� � È
	7� åE�i� � �i¸�   ���i� e D <5C � � �J�i¤ � �?  �!�i�i�i  1

�J¤���¤ � �iÈ��J�i��� � � � � ¬i  �!�i�i�i  ¤!� ¤!¤ �J°i� �   ¤�å � � ¬�¤ � �   �?¯ � ¬
1
� � ä?� � ��°?� � �   �J� ¤ ��� ¬i  � Éi«��?� � �?�   �è� ¤����i� �?� � � ÖJ� � �   ¯J  ���?� �J¯ � �J�(�(� �?¯��?� �J�i�   ���

�dN x � ��\]}%b9[ _nVOR�}n{�VO\
X�R }
»n�J�i¤ � �?  �n� ¬? �¯ � � �i¬��?  � � å��

1

2

(3, 2)
3

(1, 2)
4

(5, 3)

5

(19, 1)
6

(cij , aij)

i

k

j

(5, 3)

(1, 1)

(3, 5)

(8, 2)

(2, 1)

Ä
� � ¹J� �i 78 I I?� ¬? �¤ �?� �?�i� �?¯�� �     ¤ � ­!� ¬?� ¤ ¯ � � �?¬�  �?�i� � � � � � � �n»n�J� � °?� � �  �� ¬? �¤ °i�\� ­
cij

�J�i�
aij

­ � ��  � � ¬�� �     ��Ç_¬?� � ¬{� �i  ¤�� �  (­   �J¤ � �i�  �å�� � ¬{�   ¤ �7  � ��� ��� ¬? WK=@=G :=> C
� �

� ¡ ÏFeYf�g�Ò!Óih��=kAÒFe�Ó�Ñ�Ó�Ò�
�Ðnh�� r�ÓnÔ4o l Ñ gih�Ðnm 6 Óip
A E <Hw C ; 8 D <5C

∑

(i,j)∈T

aij ≤ 10

2 å ¬?  �   T
�i  �i� �   ¤���� � � �   � � � �J��� ­�� � �?ÈJ¤�­ � � �(� �i¯���¤ �i�J�i�?� �i¯�� �     3 �èÇ_¬i� � ¬Q� �?  ¤� �  �� �i� � ��� � 2 ��� �?� �(� � 3 å � � ¬��   ¤ �7  � � � ��� ¬? �� � �iÈ�� � ¤ � ¤ cij

�« ¬?  � Éi«��?� �J�i�   �+°i�?�i  ���{�i°?�i¯J  ��� � �?¤ � � �J� �J��� ¤�� ­ �   �E�   ­   � �   ��� ��� ¤�� ¬i <5> C �iE ; ��G4> w D :4<dJB; E=K I > L 2 ·�ø�Än3 �
�dN ��� bi[ \]VOR ��} �dbi[ �BZF[ _n�
Ä
� � ¹J� �? ��7I EHA 8 I5w > 8 ; A �(¬?  °?� � ¤ � � � ­ �J��� ¬? �·�ø�Ä{å�¬i� � ¬�� �(�?� � ¹J  ¤n��­   � ¤ � �?�  �¤ �J� °J� � � ���¢��?�?� ��� ��� �(� ¬? �� �7� ¹J �  �?� �(�?�   �
�dN ���(V��7b9VO`��O[ VO` ��} ��b9[ �BZF[ _%�
Ä
� � ¹J� �? ��1698 :=; 8 <=:4D 8 <(; > I 8 �584C D E <Q�?� ¤   �{� � ¯J� � � � ¬i�$­ � ��� ¬i �·�ø�Ä!� Î ���i�J� � � � °?� � � Ö� ¬?�i� ¤  ���¤ °?� � �J�i�  �®!� ¯J� � �?¯ � �J���   � � �?� � � � �7Ö?�(�?  ¤ � � � �i� � � ��� ­�¬i� å_� ��¤ � � ¹J �  �J� ¬�®!� ¸¯ � � �?¯ � � ��¤ °?�i�?� �J�i�   ��Öi�(�?� � ��� �?­   � ¤ � �?� � � � ��¬?  °?� � ¤ � � � Ö?� �i���(� �J�(�?�   �  �®!� ¯ � � �?¯ � � �¤ � ¬i  �( �� �i� � °i�?� �i¯���¤ °?� � � �?�  �¤ �   ���   �i¯ � ¬�­ � � ��°?� �i�¢��?�?� ��� ��� �(� ¬? �� �7� ¹J �  �?� �(�?�   �

��� �����������

� 	 

�
��
 Y �
��
 Y
�ú[�0 � � ^_Z � )

»n�J�i¤ � �?  �n� ¬? �� � �?  � � Ü��J���i� � �?�   �â� �(¼?�?�

z∗ = maximum z = 5x1 + 8x2 + 7x3 + 9x4

subject to 3x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4 ≤ 6 (1)
2x1 + 3x2 + 3x3 + 4x4 ≤ 5 (2)
x1 + x3 = 1

x2 + x4 = 1
x1 , x2 , x3 , x4 ∈ {0, 1}.

��N M
�(V��7b9VO`��O[ VO` bi}%R V7{dV7ZF[ TO`
®!� ¯ � � �?¯ � � ���   � � ��� ¬i (� �J�i¤ � � � � �J� ¤ 2 � 3�� �?� 2 �43�å � � ¬���°?� � � �?� �   � ¤ µ1, µ2 ≥ 0

��ä?� � ¸��°?� � �  (� ¬? ��   � � �?  �Q�?� � �?�   ��� �?��� ¬i �� � � �   ¤ �7� �?�i� �?¯�®!� ¯ � � �?¯ � � ���?°i�J�
�?� �J�i�   ���¢��?� � �iË  �� � ¤��i� � �7  � � �   ¤ �
��N x���}%V�� a���VOR [ ZH^
�
¹ � � °i� �  �� ¬? �®!� ¯J� �J�i¯ � �J�Q�i°?� � � �=�   � � � ¹J �­ °i�?� � � � ��� �

µ = (1, 1)T
�{ó�  � � �  �� ¬?� ¤¹ � � °i �� �

z∗
�

��N �����dU �7b9VOa�[ }�`OZ9�
»n�J� � °?� � �  Q�E¤ °i�?¯ � �J�i�   � ��� �_� ¬? {®!� ¯J� � �?¯ � � �A�i°?� �(� �4�   � � � ¹  �­ °?�i� � � � �=� �

µ =
(1, 1)T

�
��N ��� bi[ \]VOR 
 }�V7�F[ UW[ R [ ZH^ ��} �dbi[ �BZF[ _
ä�� �i����­   �J¤ � �i�  �¤ �J� °J� � � ��� ��� ¬? ��J� � ¯ � �?� �7�i� � �?�   �/�J��¤ °?� � � �?� �����J�?� ­ �i� �i¯(� ¬? �¤ � � °i¸� � �J��� �(� ¬? �®!� ¯ � � �?¯ � � ��¤ °?�?�i� � �i�   �/� �

µ = (1, 1)T
�nó�  � � �  �� ¬?� ¤�¹ � � °? �� �

z∗
�

� Ã

� Æ ÏFe�fYg�Ò!Ónh��4k�f 6 fOl%h�f�Ñ l%o f�Ñ e�Ó7u9h�o Ô!ÒFo Ï
��N ������U��7b9VOa�[ }%`OZ�T7X�ZF[ \ [ �nV7ZF[ TO`
� � å��J�   � ¬? ��(°i� � � �i� �   � ¤
� �(� ¬? �¤ °?�?¯ � �J�i�   � �n� �i� � ��� Ë � � � � ����  � ¬?�J��°?�?�?� �   �H� � � å� � �{� ¬? ��   ¤ °?� � ¤�� �{� ¬i ��?�   ¹J� � °?¤(�J¤ ¤ � ¯ �?�(  � ���J� ��� ��� ¬? �� � � � °?� � � � � ��� ­�� ¬i �¤ �   ��   �?¯ � ¬��
��N ���dZBbiT7`��]a���VOR [ ZH^
Ç_¬?� � � ¤
� ¬i ��   � � � � � ���7  � ån    �(� ¬? �¹ �J� °? �� ­�� ¬i �®!� ¯J� � �?¯ � � �(�?°i�J�i­ °?�?� � � � ��� �i��� ¬i ¹ � � °i �� ­

z∗
� Î ¤�� ��� � È   � �(� ¬?� �����?�J¤ � � � ¹  ��?°?� � � � ��¯ � ��� ¤ �?�   ¤   � � ��ÇE¬J��� å ¬i���i� � �

��N  �
 TO`OZ9[ ` ��T���� b9}�R VY{�V7ZF[ TO`
Ç_¬?� ��� ¤�� ¬? ��   � � � � � �?¤ ¬?� �E�?  � ån    �_� ¬i Q� �i� � ��� ��¹ � � °i Q� ­�� ¬? �®!� ¯J� � �?¯ � � �_�i°?� ��?� � �?�   ��� �?�Q� ¬?� �(� ­�� ¬i �� �J� � � �J°?� °?¤ 2 ®!Än3��   � � �?� � � � �Q� ­ � ¬i �� � � ¯J� �i� �n�?� � �?�   ���� � � � ¹ � �   !
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»n�J�i¤ � �?  �n� ¬? ��i� � �(� ���?� � �?�   �
f∗ := infimum

x
f(x), 2 ±J� � �43

subject to x ∈ X, 2 ±J� � �53
hj(x) = 0, j = 1, . . . , `, 2 ±J� � � 3

å ¬?  �  
f : R

n 7→ R
�J�i�

hj : R
n 7→ R 2 j = 1, 2, . . . , `

3 �J�  �� �J� � � �J°?� °?¤ ­ °?�i� � � �J�i¤ Ö� �?�
X ⊆ R

n � ¤ � � �J¤   �7�ä?� ��� ��� � �?� � � � � ��¹   � � � �
λ ∈ R

` Ö?ån ��i  ¼?�? �� ¬? 7698 :4; 8 <=:=>�? @4<BA C D E <

L(x, λ) := f(x) +
∑̀

j=1

λjhj(x) = f(x) + λTh(x). 2 ±i� � 3

®!  �
q(λ) := infimum

x∈X
L(x, λ) 2 ±i� �43

�7 �� ¬? 76F8 :4; 8 <=:4D 8 <�GH@48 IB? @ <BA C D E <�Ö?�i  ¼?�?  ���i�(� ¬? �� �i¼7��°i�\¹ � � °i �� ­!� ¬? �®!� ¯J� � �?¯  ­ °i�?� � � � ��� ¹   �
X
å ¬?  ��å  �¬?� ¹  �®!� ¯ � � �?¯ � � ���   � � �?  ��� ¬? �  �i�?� � � � ��� � �?¤ � � � � � � ¤nå � � ¬��°?� � � �?� �   � ¹ � � °?  ¤
λ
ôi� ¬i O698 :4; 8 <=:4D 8 <WG=@=8 IHJ5; E=K I > L\� ¤ � �

maximize
λ

q(λ), 2 ±J� ¡ �43
subject to λ ∈ R

`. 2 ±J� ¡ �53
Ç� �¤ °?�?�?�J¤   � ¬i� �

X
� ¤n�?� �i¸   �(�i� � ÖJ� � �J¤   �(� �?���7� °?�i�?  ��¤ ��� ¬?� �
� ¬? �� � �J¼7��°?���� �J�Q�7 ��   �i� � �   �{�J��� �(� �?� �(°i����� � 2 ±i� � 3 Ö 2 ±J� �43 Ö
�J�i�{�7� � ¬Q� ¬? ��?� � �(�J�
�J�i�{�?°?� �

� ±

� ² ÏFeYf�g�Ò�Óih
	 k�Ô9uFm7l%h�fYrYo ÓnÑ(Ò�Ô7f�Ñ�r=Ðng�ÒFo pWf 6 o Ò�q�� Ðnh u!Ñ�Ï ÐnÑ�Ô�Ò9h�f�o Ñ�Ónr 6 f7l%h�f�ÑOl%o f�Ñ
� �=�   � � � ¹J �­ °?�i� � � � �?¤(� � 2 ±i� � 3�� �?� 2 ±J� ¡=3�� � � �J� ��� ¬?  � ���J�J� � �(�J� ¹ � � °i  ¤ � � � �   � ¹   � Ö� ¬i  �

q
� ¤ ¼7�i� �   Ö?� � �J� � �i°?� °i¤ Ö?�J�i��� � �?� � ¹  �� ��� ¬? �å ¬?� �  �¤   �

R
` Ö7¤ �(� ¬i� � 2 ±J� ¡43n� ¤��� ån  � � ¸ �?  ¬i� ¹   ����� �J�J¹   ���i� � �?�   ���

 dN M�����U��7b9VOa�[ }%`OZ9�-T�
|_nTO`�_nV � } 
 ��`�_nZF[ TO`�����

®!  �

λ̄ ∈ R
` ��ø�  ¼7�i (��¤ °?�?¯ � �J�i�   � � Ö γ̄ Ö7� � q

� �
λ̄
��¢�� ¤ ���i  ¼7�i �� ¬i (  � � � �  �¤ °i�7�?� ­ ¸­   �   �J� � � � Ö

∂q(λ̄)
� �

q
� �

λ̄
�

 dN x�����U��7b9VOa�[ }%`OZ9�-T�
|_nTO`�_nV � } 
 ��`�_nZF[ TO`�����
�

®!  �

x(λ̄)
�7 �� �_� �i� � ��� � ¤ � � °i� � �J�{� ��� ¬? �®!�J¯ � �J�i¯J� � �{¤ °?�?�i� �J�i�   ���i  ¼?�?� �i¯Q� ¬i ¹ � � °i �� ­

q(λ̄)
��ÉJ¬?� åè� ¬i� ��� ¬i �¹   � � �J�

h(x(λ̄)) ∈ ∂q(λ̄)
ô�� ¬i� ��� ¤ Ö�¤ ¬?� å=� ¬?� ��� ¬i ¹   � � �J�

h(x(λ̄))
� ­!� � �i¤ � � � � �J�
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x(λ̄)
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q
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λ∗ ∈ R
` Ö!� ��¬?� � �i¤�� ¬i� � 0` ∈ ∂q(λ∗)
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minimize z = x1 − 3x2

subject to −x1 + 2x2 = 6
x1 + x2 ≤ 5
x1 , x2 ≥ 0,å ¬?  �  
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λ∗ = 4/3
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q
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µ∗ ≥ 0
m �
Éi¬i� å{� ¬i� �
� ­7� ¬i  �     �i� ¤ � ¤
��¤ °i�?¯ � �J�i�   � � γ∗ � � q

� �
µ∗ � ¬i� �
¤ � � � ¤ ¼?  ¤

γ∗ ≤ 0
m,

� �?�
(µ∗)Tγ∗ = 0

2 ån n� ¬?  ��¤ � ��� ¬i� �
� ¬i �¹   � � � � ¤ µ∗
� �?�

γ∗
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minimize z = x1 − 3x2

subject to −x1 + 2x2 ≤ 6 (1)
−x1 − 2x2 ≤ −7 (2)

x1 + x2 ≤ 5
x1 , x2 ≥ 0,
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µ∗ = (4/3, 0)T
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∂q(µ∗)
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γ∗ ∈ ∂q(µ∗)
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minimize

x

cTx, 2 ºi� � �=3
subject to x ∈ X, 2 ºi� � �53

Ax ≥ b, 2 ºi� � � 3
å ¬?  �  

X ⊆ R
n
+

Ö �J�i��� ¬i n� � �?  � ��� � �?¤ � � �J� �J� ¤�� �  
� �J�i¤ � �i  �   ��� � ���i� � � � � � �?¯i��» � �?¤ � �i  �� ¬i �®!�J¯ � �J�i¯J� �J���i°?� �!�i� � �?�   �â� ��¼7�?�
q∗ = maximum

µ≥0m

q(µ), 2 º?� � 3
å ¬?  �  

q(µ) = minimum
x∈X

cTx + µT(b − Ax). 2 º?� �=3
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X
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R
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xi Ö i = 1, . . . , P
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q∗ = maximum z,

subject to z ≤ (b − Axi)Tµ + cTxi, i = 1, . . . , P,

u ≥ 0
m.
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q∗ = minimum

P
∑

i=1

(cTxi)µi,

subject to

P
∑

i=1

(Axi)λi ≥ b,

P
∑

i=1

µi = 1,

µ ≥ 0
m.
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q∗ = minimum
x

cTx,

subject to x ∈ conv X,

Ax ≥ b.

��N ���dZBbi}%`��YZ � T�
��(V��7b9VO`��O[ VO` b9}�R V7{dV7ZF[ TO` ��

Ç_¬?� � ¬��   � � � � �J��¬?� � �i¤ �?  � ån    �

X
� �?�

conv X
��Ç_¬?� � ¬��   � � � � � ��¬i�J� �i¤n�7  � ån    �

z∗� �?�
q∗
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z∗ = maximum z = 5x1 + 8x2 + 7x3 + 9x4

subject to 3x1 + 2x2 + 2x3 + 4x4 ≤ 5
2x1 + x2 + 2x3 + x4 = 3
x1 , x2 , x3 , x4 ∈ {0, 1},
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z∗ = minimum z = cTx,

subject to Ax = b,
Dx ≤ e

x ≥ 0
n

x
� � �   ¯   �

� ¤
� � � � � È   ���i���(  � �?¤
� ­!®!� ¯ � � �?¯ � � ���   � � �i� � � � �(� ­7� ¬? �� � �?  �J�
  ~i°i�J� � � ��� �J�i¤ � � � � � � ¤ �« ¬? ��   � � �?  ���?� � �?�   ��� ¤n�J�J� � �(�J��¹ � � °i �� ¤ � ¬i  ��¯ � ¹   ���J�
q(λ) = minimum cTx + λT(Ax − b)

subject to Dx ≤ e

x ≥ 0
n

x
� � �   ¯   �

,

� �?��� ¬? �®!� ¯J� � �?¯ � � ���i°?� ���?� �J�i�   �\� ¤ � �(¼?�?�
q∗ = maximum

λ
q(λ).
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z∗LP = minimum z = cTx,
subject to Ax = b,

Dx ≤ e,
x ≥ 0
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(λ∗, µ∗)
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(P) minimize cTx,
subject to Ax ≥ b,

x ∈ X ⊆ {0, 1}n,

� �?�{¤ °?�i�7� ¤  �� ¬? �¤   �
X
� �J� � � � �?¤

P
� � �   ¯J  �(¹J  � � �J� ¤ Ö�¤ � �

xi
Ö
i = 1, . . . , P

�QÞ �°J� � � � Ë � �?¯�� ¬i� �

X =

{

x ∈ R
n | x =

P
∑

i=1

λix
i;

P
∑

i=1

λi = 1; λi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , P

}

ån �� �J��å�� � �  �� ¬? ��i� � �?�   �/  ~J°?� ¹ �J�   �J� � ��� ¤n� ¬?� ��� �

minimize
P
∑

i=1

(

cTxi
)

λi,

(IMP) subject to

P
∑

i=1

(

Axi
)

λi ≥ b,

P
∑

i=1

λi = 1,

λi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , P.
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minimize 3x1 + 2x2 + 4x3 + 2x4

subject to 2x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 ≥ 7 (1)
x1 + x2 + x3 + 2x4 ≤ 3 (2)
x1 + x2 = 1 (3)

x3 + x4 = 1 (4)
x1 , x2 , x3 , x4 ∈ {0/1}. (5)
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minimize

P
∑

i=1

(

cTxi
)

λi,

(MP) subject to

P
∑

i=1

(

Axi
)

λi ≥ b,

P
∑

i=1

λi = 1,
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(CP) minimize cTx,
subject to Ax ≥ b,

x ∈ conv X,å ¬?  �  

conv X =

{

x | x =

P
∑

i=1

λix
i;

P
∑

i=1

λi = 1; λi ≥ 0, i = 1, . . . , P

}

.
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X
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X = {x ∈ {0, 1}n | Bx ≥ d }
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minimize cTx,
subject to Ax ≥ b,

(LP) Bx ≥ d,
1 ≥ xj ≥ 0, j = 1, . . . , n.
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minimize

m
∑

i=1

fiyi +

m
∑

i=1

n
∑

j=1

cijxij

Ö

subject to

n
∑

j=1

xij ≤ Siyi, i = 1, . . . , m,

m
∑

i=1

xij = Dj , j = 1, . . . , n, (∗)

yi = 0/1, i = 1, . . . , m,
xij ≥ 0, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n,

å ¬?  �  �� ¬i (¹ � � � �J�i�   ¤
yi

Ö
i = 1, . . . , m

Ö��?  ¤ � � � �?  ¤�� � ¯ � � � �!�?  � � ¤ � � �?¤�� �J�i�   � �i� �?¯�� ¬? � �J� � � � � ��� ­ ¤ �J°i� �   ¤ Ö!�J�i�
xij

Ö
i = 1, . . . , m

Ö
j = 1, . . . , n

Ö��i  ¤ � � � �7  ~J°?� �J� � � �   ¤�� ­� �   �(¤ � � � �?¤ �7� � �   ���
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m
∑

i=1

Siyi ≥

n
∑

j=1

Dj
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minimize f(x)
subject to g(x) ≤ 0

m (P )
x ∈ X,å ¬?  �  

X ⊆ R
n � ¤�� � �J¤   �7Ö!�J�i�

f : R
n → R

� �?�
g : R

n → R
m � �  (� � �J� � �i°i�J°i¤ Ö� ��¬i�J� �?¤�� ¬i� ��� ­

x∗ ∈ R
n � �?� µ∗ ∈ R

m
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x∗ ∈ argminimum
x∈X

f(x) + (µ∗)Tg(x),

u∗
i gi(x

∗) = 0, i = 1, . . . , m,

g(x∗) ≤ 0
m,
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f(x) + µ̄Tg(x),
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= gi(x̄)
­ � �

µ̄i > 0
i = 1, . . . , m.

≥ gi(x̄)
­ � �

µ̄i = 0
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x4 + x5 + x6 = 1
x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 = 0/1,

å ¬?  �  
b
� ¤ ���?� � �J�(  �   �n� ¬i� ��� � ��� � ÈJ ��J���?� �i¸ �?  ¯ � � � ¹  �¹ � � °?  ¤ �
®!� ¯J� � �?¯ � � ���   � � �� ¬i nÈi�i�J�i¤ �J� È�� �J�i¤ � � � � � �!å�� � ¬�� ¬i n��°?� � � �?� �   �

µ ≥ 0
Ö �J�i��°J� � � � Ë  n�
¹   �   � � � ¤!«�¬i  � �   �� ��¼?�?��� ���J�J� � �(�J�!¤ � � °J� � � ��­ � ���J¤��(� �i��¹ �J� °?  ¤�� ­

b
� ¤�� ¤��7� ¤ ¤ � �?�   ��»n� ��� � °�Ö�� �� ¬i� ¤
�i�J� � � � °?� � �!å � � Ö ¼?�?��� ¬?  � �i� � ��� �i¤ �J� °J� � � ��­ �J�

b = 10
� 2 e D <HC s « ¬? n®!�J¯ � �J�i¯J� � ��?°i�J�7�J�4�   � � � ¹  �­ °i�?� � � � ��¬?� ¤��i�   �JÈ��7� � � � ¤�� �

µ = 5/2
�J�i�

µ = 10/3
� 3

M��dN ���-X�X�R [ _%VYZ9[ T7`
»n�J�i¤ � �?  ��� ¬i �� �7� ¹J (� �J�   ¯   �(�i� � ¯J� � �$å � � ¬

b = 8
�{Éi°i�?�7� ¤  �� ¬?� ��� ¬? �Èi�i�J�i¤ � � È� � �?¤ � � � � �J��� ¤���w E ? Cn�   ¤ �J°i� �  �� � �?¤ � � � � �J� Ö7� ¬i� ��� ¤ Ö�� ���i�i  ¤��?� ���i    ��� ���7 �­ °i� ¼7� �   �  �i� � � � ���?°J�(��� ���7 �¹i� �J� � �   �{¤ �J�(  å�¬i� � � 2 «�¬i� ¤�� �J�7 �� ­�� � �?¤ � � � � �J��� ¤(� ­ �   �Q  �J¸� � °?� �   �   ��å ¬?  ��� ¬i  �  �� �   °?�i�   � � � � � � �   ¤n� �(� ¬? ��i� � �?ÖJ�J�i��å�¬i  ��� � � ¤�� ¬?  �   ­ � �   �?� ��(  � �?� �i¯ ­ °i�!� ���   ~i°i� �  (  �?� � ��� �J�(�i� � � �?�  �å�� � ¬�� ¬i �� � �?¤ � � � � � � � Î ��� ¤�� � ¤ ���i� � °?� �J�� ���(�i�i  �!�   ¤ � °?� �  �� � �?¤ � � �J� �J� ¤�� ��� ¬?� ¤�ån� ��å ¬?  ��� ��� ¤��?�J¤ ¤ � �?�  �� ��� �J�   � �i�   ����¹J� ¸� � � � � � ��� ¤����   ~J°?� �   ��  �J�n­ � ���J�i�?� � � �J�i�J�7�   ¤ � °?� �   ôJ� ¬? �®!� ¯J� � �?¯ � � ���   � �/� ¬?  ��¬?� ¤� ¬i �� � �   � �i�   � � � � � ��� ­n�J��� �?�?� � � � �?� ��� � ¤ ��­ � ��� ¬i� ¤��J�i�?� � � �J�i�J���   ¤ �J°i� �   � 3QÉi°i�?�7� ¤  � ¬i� �nå  �¬i  �  �� � � � å{­ �J��� ¬? �� � �?¤ � � �J� �J�
� ���7 �¹i� �J� � �   ���i�(��­   å_°?�i� � ¤n� �?� � � � ¤   � ¬i � �7� ¹J  �   ¤ °i� �
� ��¼?�?�����   � ¤ � �?� �?�   ¤ � � °i� � �J��� ��� ¬i� ¤
�?� �J�i�   ��� 2 � �J�J���   �J� ¸ ån�J� � ��� �i¸� � �(� Ë � � � �J�(�?� � �?�   ��¤
� �i� � °i�? �� �J�i¤ � � � � � � ¤!� ¬?� �n� ���i� � °i�  �� �  n¤ � ­ � ôJ¤ °i� ¬(� � �?¤ � � �J� �J� ¤� ­ �   ���(�i�i  � ¤�¯ �J� � ¤�� ���   ¤ �J°i� �  �� � ��� � ¤ ��« ¬? �� �?�?�J¤ � �  �� ��¤ °?� ¬�� � �?¤ � � � � � � ¤�� �   Ö�� ­� � °?� ¤   Ö �H8 ; G�� � �?¤ � � � � � � ¤ ��ÉJ°?� ¬�� � �?¤ � � �J� �J� ¤��(°i¤ ���? (­ °?� ¼?� �   �Q  �?� � � � � Ö��J�i�Q� ­ �   ��?  ¤ � � � �7 �� �J�i¤ � � � °J� � � �?� ��� ��� � ¯ � � � �7� � �?�i� � � � �?¤ � 3� Ñ E=C > s ¢ � � �J� �?� �?¯�� ���
¹   �   � � � ¤n« ¬?  �J�   �è�J���J�J� � �(�J�?¤ � � °J� � � �(� ���(®��J¯ � � �?¯ � � ��   � � �?� � � � ��� ­ ¤ � �� (�?� �J�i�   �.� ¤(� � ¤ ����¯J� � �?� � � ��� �i� � ��� �n¤ � � °i� � �J��� ����¹   � ¤ � � �Q� ­� ¬i �¤ �J� ���i� � �?�   ��� �_å ¬?� � ¬{� ¬? �� � ¯ ¬J� ¸ ¬i�J�i�_¤ � �i  ¤�� ­�� ¬? �� � �?¤ � � �J� � � ¤(¬?� ¹  ��?    ��7  � � °?� �7  �7�=Þ �{¹ � � �J� �?¯�� ¬? �¹ � � °?  ¤�� ­�� ¬? ���°?� � � �?� �   � ¤�°i¤   �_� ��� ¬i �®!� ¯ � � �?¯ � � ��   � � �?� � � � �Q�J�i �� � � 2 �?� � �(� � � �=3�� ��� �?�i� � � � �{�J�J� �J� ��� �i� � �(� � ¤ �J� °J� � � �?¤�� ���?� � �(�J��?� � �?�   �/å � � ¬���� �J� ¯  �¹ �J� �   � ��� ­!�7  � � °i� �i� � � �J�i¤n� ­�� ¬? �� � ¯ ¬J� ¸ ¬i�J�i��¤ � �?  ¤ � � � ån  ¹   � Ö� � � ¤ �i�J� �(�J� � � <5E4C��7� ¤ ¤ � �i�  �� ���J�J� � � ��> � > ; v��7� ¤ ¤ � �i�  ��7  � � °?� �?� � � � ��Öi� �i��  ¤ �7  � � � � � �� ¬i  �  ��?� � �(�J� � ���i���?� ��  �i� ¤ ����°?� � � �?� �   � ¤ � ¬?� ���   ¤ °i� ��� ����Ë   � �(�7  � � °i� �i� � � � � 2 � ¬?� �� ¤ Ö
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z∗ = minimum f(x),

subject to gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m, (P )
x ∈ X,å ¬?  �  

X ⊆ R
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� �  � �J� � � �J°?� °?¤ ��« ¬?  �?� �J�i�   �è� ¤
� ¤ ¤ °?�(  ��� ��¬?� ¹J n�J�(� �i� � ��� �i¤ � � °i� � �J�7Ö
x∗ � Î �J� � �J�?°?�  �i�J� �J�(  �   � ¤

µi ≥ 0
Ö
i = 1, . . . , m

Ö7� �i���?  ¼7�i 
s(µ) = minimum f(x),

subject to

m
∑

i=1

µigi(x) ≤ 0 (S)

x ∈ X.« ¬?� ¤ �?� �J�i�   �/¬?� ¤ �J�i� ��E <5>�  �i�?� � � � ��� � �?¤ � � �J� �J� �
M��dN M � }�V � a���VOR [ ZH^
ÉJ¬?� å{� ¬i� �

x∗ � ¤
��­   � ¤ � �?�   ¤ �J� °J� � � �(� ��� ¬?  �?� �J�i�   � 2 ÉH3��J�i�(� ¬?� �
� ¬?  �   ­ �J�   s(µ) ≤
z∗
�J� å � �J¤�¬?� � �?¤ Ö�� ¬?� ��� ¤ Ö 2 É=3�� ¤���; > I 8 �H8=C D E <�� ­n� ¬i �� � � ¯J� �?� ���?� �J�i�   ��� � � � � ¹ � �  å ¬i�

maximumµ≥0m s(µ) ≤ z∗ ¬i�J� �?¤ �
���?�i� � � ��� ¬? ��7� �   �J� � �J��°?¤  �� ­!� ¬i� ¤��   ¤ °?� � !
M��dN x � ��\]}nbi[ _nVOR(}%{dVO\
XWR }
»n�J�i¤ � �?  �n� ¬? �� � �?  � � Ü��J���i� � �?�   �â� �(¼?�?�
z∗ = maximum z = 5x1 + 8x2 + 7x3 + 9x4

subject to 3x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4 ≤ 6 (1)
2x1 + 3x2 + 3x3 + 4x4 ≤ 5 (2)
2x1 + x2 + 2x3 + x4 = 3
x1 , x2 , x3 , x4 ∈ {0, 1}.
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� ² Ï9e�fYg�Ò!Óih j �=k�Ô9uFh�h�ÐYl%f�Ò!Ó|h�Ó 6 f ��f�ÒFo ÐnÑ
Ô @ ; ; E :H84C >Y; > I 8 ��� ¬? (� �J�i¤ � � � � � � ¤ 2 � 3��J�i� 2 �43 å�� � ¬��(°i� � � �i� �   � ¤ µ1, µ2 ≥ 0

�J�i�¤ � � �  �� ¬i ��?� �J�i�   � 2 É=3 �7®!  � µ̄ = (1, 2)T
�n�
¹ � � °i� �  

s(µ̄)
�»n�J�i¤ � �?  ��� ¯ �J� ��� ¬? (�J� � ¯ � �i�J���i� � �?�   ��Ö�� �?��®!� ¯J� � �?¯ � � ���   � � ��� ¬i �� � �?¤ � � �J� �J� ¤

2 � 3 � �i� 2 �43nå�� � ¬��(°i� � � �i� �   � ¤ µ1, µ2 ≥ 0
�n�
¹ � � °i� �  �� ¬? �®!� ¯ � � �?¯ � � ���i°?� ��­ °i�?� � � � �¹ � � °i �� �

µ = µ̄
�n»n�J�(�?� �  �� ¬? �� ån�(�   ¤ °i� � ¤ �

M��dN � 
 TO\
X�V7bi[ �BTO` �-[ Z�� �(V��7b9VO`��7[ VO` a���VOR [ ZH^
®!  �

µ ≥ 0
m �J�i�

q(µ) := minimum
x∈X

f(x) +

m
∑

i=1

µigi(x).

Éi¬i� åE� ¬i� �
q(µ) ≤ s(µ)

Ö7� �i��� ¬?� �
maximum

µ≥0m

q(µ) ≤ maximum
µ≥0m

s(µ) ≤ z∗.
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»n�J�i¤ � �?  �n� ¬? �¤ � � �?�?� � ��®!Ä��?� �J�i�   �â� ��¼7�i�
vLP = minimum cTx,

subject to Ax ≤ b,
Dx ≤ d,
x ∈ R

n
+.

Ç� �¤ °i�?�7� ¤  �­ � ���i� åE� ¬i� �
X
� ¤��7� °?�?�i  �7�

®!  �
PX := {x1, x2, . . . , xK}

�7 �� ¬? �¤   ��� ­
  �J� �   �� ��?�J� � � ¤�� ��� ¬i ��7� � �J¬?  �?� �J�
X := {x ∈ R

n
+ | Ax ≤ b }

�

M � N M��-} 
 T7b9\ ��R VYZ9[ TO`��
Î � ¤�®!�J¯ � �J�i¯J� �J���?°?� �Jå�� � ¬(�   ¤ �7  � �!� ��®!� ¯J� � �?¯ � �J���   � � �?� �i¯ � ¬i  � � �?¤ � � �J� �J� ¤

Dx ≤ d� ¤n� ��¼7�i�
vLP = vL := maximum q(µ),

subject to µ ≥ 0,

å ¬?  �  
q(µ) := minimum

x∈X

{

cTx + µT(Dx − d)
}

= minimum
i∈PX

{

cTxi + µT(Dxi − d)
}

.

ÉJ¬?� åE� ¬?� ��� ¬i� ¤�� �J��  ~J°?� ¹ � �   �J� � ���? �å � � � �   ���J¤
q(µ) ≤ cTxi + µT(Dxi − d), i ∈ PX , µ ≥ 0

¡i�
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� ¬i� ��� ¤ Ö

vL := maximum z,

subject to z ≤ cTxi + µT(Dxi − d), i ∈ PX ,

µ ≥ 0.

M � N xz��b9}%�BZFb9[ _iZ9[ TO`��1TYX�ZF[ \ V7R [ Z5^
Éi°i�?�?�J¤  ��J�i� ���(¤ °?�i¤   � � ­

PX

� ¤ Èi�i� å ��ÖJ�J�i��� � �?¤ � �?  �n� ¬i �­ �J� � � å�� �i¯��   ¤ � � � � � � � ��� ­� ¬i �®��J¯ � � �?¯ � � ���i°?� ���i� � �?�   � �
zk+1 := max z, 2 � Ãi� � �43

s.t. z ≤ cTxi + µT(Dxi − d), i = 1, . . . , k, 2 � Ãi� � �H3
µ ≥ 0. 2 � ÃJ� � � 3

� � åQ�i��ån n�i  �   � ��� �i 
� ­?ån 
¬?� ¹  �­ � °?�i��� ¬? 
�J�J� � �(�J� ¤ �J� °J� � � ��� �n� ¬? n®!� ¯ � � �?¯ � � ��?°i�J���?� �J�i�   �d�Qø�  � � ¹  �� ¬i (� �i� � ��� � � � ���   ¤ � !�Éi°i�?�?�J¤  �� ¬i� ��ån �­ � °?�?��� ¬i �� �i� � ��� �¤ �J� °J� � � �����
�i�?� �J� ��¬i� åEån �� �i� � � ��� ¬? ��i� � �(� ���J�J� � �(� �!¤ �J� °i� � �J�7�
M � N ��� biT��7b9}��F�
Éi°i�?�?�J¤  n� ¬i� �
ån  ¬i� ¹  n�?� �
�J  ��­ �J°i�?��� ¬?  �J�J� � �(�J�i¤ � � °i� � �J��� ��� ¬?  ®!� ¯J� � �?¯ � � ���i°?� ��?� � �?�   �������?�i� � � ��¬?� å��?� � ¯J�   ¤ ¤�� � �(�7 ��(�J�i ��?� ¤   �(�J��� ¬?  �?  å�� �i­ � � ��� � � � ��� ¬?� �ån�J¤n�J�J� �J� �?  ��­ � � �/� ¬? ��J�J� � �(� � � � �(�   ¤ � �
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« ¬? �� °i� � � �?¯Q�?� �J�i ��?  ¹   � � �7  �_� �7� ¹  �¬?� ¤�¤ � � �J�i¯Q�i°?� � � � �{�   � � � � � �?¤ ¬?� �i¤(å�� � ¬�� ¬i � � �J¤ ¤ � � ø��J� � Ë � ¯ �JÇQ� � ­  ��i  � �J�(�7� ¤ � � � � ����  � ¬i�i�(­ �J�
� � �?  �J�
�?� �J¯ � �J�(�(� �?¯i��« ¬? ��i°?� ¸�7� ¤  �� ­!� ¬?� ¤�  �i  � � � ¤  �� ¤ � �(�i  �   � �(� �? �  �?� � � � ��å ¬?� � ¬�� �?  ¤ �
Ç� ��   å�� � �  �� ¬? ��i� � �?�   � 2 � ÃJ� � 3n� ¤n­ � � � � å�¤ �

maximize
(z,µ)

z,

subject to z − µT(Dxi − d) ≤ cTxi, i = 1, . . . , k,

µ ≥ 0.

Ç_� � ¬�®!ÄE�i°?� �!¹ � � � �J�i�   ¤
λi ≥ 0

­ � ��� ¬? �� � �?  �J��� � �?¤ � � �J� �J� ¤ Ö?å  ��J�J� � � ��� ¬i �®!Ä�i°?� �7� ��¼7�?�

vk+1 = minimum

k
∑

i=1

(cTxi)λi,

subject to

k
∑

i=1

λi = 1,

−

k
∑

i=1

(Dxi − d)λi ≥ 0,

λi ≥ 0, i = 1, . . . , k,

� ¬i� ��� ¤ Ö
¡ �
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vk+1 = minimum cT

(

k
∑

i=1

λix
i

)

, 2 � Æ?� � 3

subject to

k
∑

i=1

λi = 1,

λi ≥ 0, i = 1, . . . , k,

D

(

k
∑

i=1

λix
i

)

≤ d.
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M��dN x�� ��VOR [ ZH^ bi}%R V7ZF[ TO`�����[ XW�
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¤ �J� °J� � � �5�=���i�?� � � ��� ¬? �  �?� � ���?°i� � � � ���   � � � � �J�i¤ ¬i� �?¤��?  � ån    ��� ¬i ¤ °?�i¸
� �?����� ¤ �   � �i� �J�i�   �(¤�� ��� ¬? �� °J� � � �i¯��?� �J�i �� �?��ø��J� � Ë � ¯ �JÇ��J� ­  ��J� ¯J� � � � ¬?�(¤ �
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»n�J�i¤ � �?  �n� ¬? �­ � � � � å � �?¯(�?� � �?�   �/� �
minimize cTx + f(y),

subject to Ax + F (y) ≥ b,

x ≥ 0
n, y ∈ S.Ç� �� �J�i¤ � �?  ��� ¬? (¹ � � � �J�i�   ¤

y
� ���7 �G D ��A @ I C�� ��� ¬? (¤   �?¤  �� ¬i� ��� ¬? (�?� � �?�   �.� �

x� ¤�� � �?  �J� �{«�¬i �� �i  ���?  ¬i� �?��Þ   �?�?  � ¤(�?  � � ���?�J¤ � � � � ��� ¤�� ��°i� � � � Ë  �� ¬i� ¤(�?� �J�?  � � � Ö� ¬i� � °?¯ ¬��   ¤ � � � � � � �?¯�� ¬? ��i� � �?�   �/�i�(¼?�?� �?¯�� ¬? �¹   � � � �
y
� ����­   �J¤ � �i�  �¹ � � °i  �

M  N M �-X�X�R [ _nV7Z9[ T7`��
Ä
� � ¹J� �i ��J��� �?�?� � � � � � � ��� ­�� ¬i ��J�?� ¹  ��?� � �?�   �/­ � � �(°i� � � � � ���
M  N x��S}nbi[ �YV7ZF[ TO`����W���dU�X�biT7U�R }�\
Ç� �� �J� � �J�?°i�  �� ¬? �¤   �

R := {y ∈ S | ∃x ≥ 0
n å � � ¬ Ax ≥ b − F (y) }Ç_¬?� ��� ¤ � ¬? �� �J�  �� ­�� ¬?� ¤�¤   � �ä?°?� � ¬i  � Ö7ån �� �J� � �J�?°i�  �� ¬? ��?°i�J��¤   �

D = {u ∈ R
m
+ | ATu ≤ c }� � ¯   � ¬i  � å � � ¬�� ¬i �­ �J� � � å�� �i¯�  �J� � � �   ¤ �

u
p
i , i = 1, . . . , np� �?�

ur
i , i = 1, . . . , nr�i  �?� �   ¤ � ¬i �  �J� �   �( ��7� � � � ¤ �J�i��  �i� �   �� �� � �J¤ � ­

D
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� � � åA�i��ån �� �i� �J� ���(­   � ¤ � �i�  �¤ �J� °J� � � ��� �(� ¬i ��?� �J�i�   �d�
� Ç_¬?  ���?�(å  �Èi�i� åE� ¬i� ��ån �¬i� ¹  �­ � °?�i��� ��� �i� � �(�J��¤ � � °J� � � �5�
� Ç_¬?� � ¬��J�  �� ¬? ��   ~J°?� �   �(  � � ¤n�J�(� ¬i ��J� � ¯ � �?� �7�i� � �?�   �â�?� � ��� ¬?� � å�� � �7  �?¤ °?�  � � �i¹   � ¯   �i�   �
� Î ��� ¬? �� � ¤   å ¬?  �  
� ¬?  � � � ¯ � �i�J�J�?� � �?�   �â� ¤n� � �?  �J� ÖJå ¬?� �
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�?  � � ���?�J¤ � � � �J�(� �?�(� ¬i �� °J� � � �i¯��?� � �i �� �?��ø�� �J� Ë � ¯ �JÇQ� � ­  �J� ¯J� � � � ¬?�(¤ ��ÇE¬i� �!�J�  
�J� °?�!� �J�i� � °?¤ � �J�i¤!�   ¯J� � �i� �i¯ � ¬i n� �?�i� � � � �?� � � � ��� ­i� ¬i  ¤  � ¬?�    ��(  � ¬?�J�?¤ �
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