MATEMATIK D1 . .
DEL B — HT 02 Uppgiftshifte 2

Ovningens syfte
Vi introducerar matriser som linjéra avbildningar och tittar speciellt pa vilka egenskaper
som gor att avbildningarna kallas linjdra. Sedan tittar vi pa begreppen inversfunktion,
inversmatris och areafordndring och satter slutligen dem alla i relation till begreppet
determinant.
Vi beror stora delar av kapitel 2 i boken (fast hér haller vi oss till 2 dimensioner &nnu
sd lange) och dessutom har vi ocksd med axplock ur kapitel 4.1, 4.4, 6.1 och 9.5.

Paminnelse
Vi paminner igen om att ni bor titta pa inrutade uppgifter enskilt till ndsta gdng ni ses.
Da kan ni diskutera era losningar och hjilpas at med de som ni inte lyckades 16sa.

En 2 x 2 matris dr ett schema av tal pé féljande form

M:(Z g).

Hér dr nagra exempel pa matriser som vi skall studera i detta héfte:
1 2 1 1 1 0
a=(12) m=(o) o=(oY)
1 1 1 2 1 2
p=(1 1) 2=(s5) (o)
En matris multipliceras med vektorer i planet pa féljande vis:
a b z\ (ax+by
c d y) \cx+dy)

Tva 2 x 2 matriser multipliceras pa féljande sétt:

a b\ (z y\_[(ar+bz ay+bw

c d z w) \ex+dz cy+dw)’
I Matriser som avbildningar

1. En 2 X 2 matris ger, mha ovanstdende multiplikation med vektorer, upphov till en  Kanske — ordet

ortsvektor boér

funktion. Hur da? Ange definitionsméngd och mélméangd. (Man siger att matrisen ?grfi‘lf;‘;n;‘_‘ i din
verkar p& punkter i planet.)

2. Rikna ut hur matrisen A ovan verkar pa punkterna (0,0), (1,0), (0,1), (1,1). Dvs

bestim A(D) (1) A(9) o a(1),

Rita en bild, med tvéa kopior av planet, som visar hur dessa punkter avbildas mha
matrisen.

3. Gor samma sak for matriserna C| F.

4. Starta nu Matlab genom att skriva kommandot matlab i ett xterm fonster pa en av da-
torerna i ert grupprum. Las i en Matlab manual hur man matar in en matris, och mata

sedan in matriserna B, D, E samt de fyra vektorerna ( 8 ) , ( (1) ) , ( (1) > , < 1 >
Gor nu samma sak som i uppgift 2 fast fé6r matriserna B, D, £ men 14t nu Matlab

gora berdkningarna.
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Man kan dela upp matriserna A, B,C, D, E, F' i tva grupper beroende pa hur de fyra
punkterna ligger i férhallande till varandra efter verkan av matrisen. Varfér blir det
olika bilder for de tva olika grupperna av matriser? Kan ni gissa det? Dvs, kan ni
hitta nagon egenskap som sarskiljer matriserna i den forsta gruppen fran matriserna
i den andra? Om ni kan det, kan ni bevisa att s& ar fallet?

Linearitet

. Undersok hur matrisen A ovan verkar pa punkterna (1,2), (2,4), (5,10). Vad &r det

som hinder? Varfor hinder detta? Ar punkterna slumpmaissigt valda?

Visa att matrisen A ovan awbildar varje linje genom origo pa nagon linje genom origo.
Mao, att givet en linje ¢ genom origo finns det en linje m genom origo s& att varje
punkt pé ¢ skickas av A till en punkt pa m. (Ledning: Skriv linjen p& parameterform.)

Forsok visa att vilken matris M som helst avbildar en linje genom origo pé en linje
genom oOrigo.

Visa ocksa att M(;) +M(z)) =M [(5) + (Z)}, for godtycklig 2 x 2 matris M.

Vad ni har visat i denna och foregdende uppgift &r att en matris M ger upphov till
en linjdr avbildning.

Las Sats 2.3 pa sidan 151 i boken och “kdnn igen”. Lis Definition 9.7 pa sidan 417 i
boken. Stdmmer detta 6verens med pastdendet att en matris ger en linjar avbildning?

Lat R vara parallellogrammet vars horn &r punkterna (0,0), (1,0), (0,1), (1,1). Vad
blir M(R), dvs vad blir bilden av parallellogrammet under funktionen given av M?
Vad har A(R), B(R), etc. for form?

Visa att en 2 x 2 matris avbildar ett parallellogram pa ett parallellogram (méjligtvis

ett degenererat parallellogram). (Ledning: Beskriv alla punkter i ett parallellogram
som ortsvektorer givna som linjarkombinationer av tva vektorer.)

Vad gér A med en rit linje som inte gar genom origo? Kolla ett par exempel och
férsok visa detta fér en godtycklig matris M.

Om ni har lyckats abstrahera skillnaden mellan matriserna A, B, C respektive D, E, F’
ovan, forsok d& visa att for varje linje (genom origo?) dr bilden av en linje &r en linje
under verkan av varje matris av samma “typ” som A, B,C, men inte alltid under
verkan av en matris av samma typ som D, E, F. Hur stdmmer detta med ditt resultat
iJ2.

Gor uppgifterna 2.32 och 2.36 i boken.

Invers

Berikna B - A. Berikna nu B(A(})) och (B - A) (}) och jimfor reultaten? Blir det

alltid s& har oberoende av punkt och matriser?

. Vad &r den generella satsen som ovanstaende &r ett specialfall av?

Finn en matris M som avbildar (1) pa (?) och (i’) pa (3), dvs sd att

V()= () e (1) = ()

6

Légg inte ned for
mycket tid pa
denna uppgift nu.
Vi aterkommer.

Minns ni begrep-
pet bild frdn in-
trokursen?

Nat om associati-
vitet.
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Kan ni skriva om dessa tva ekvationer som en ekvation (som innehéller tre matriser).

Kan ni hitta en matris K som gar tillbaka, dvs si att
2\ /1 4\ _ (3
K1) = (1) e (3) = (1)
Vad blir nu KM@ >? Vad blir MK(Z )? Hur hiinger detta ihop med begrepper
invers funktion?

Finns det nagon invers funktion till den linjdra avbildningen given av M = ( ;’ 2) ?

Finns det nagon matris M sa att M<;C> = <z) for alla (x,y)? Finns det ménga
saddana? Ledning: Vilj (x,y) med omsorg.

1 0

Vad ar det som &r s& speciellt med [ = ( 0 1

K57

)? Vad blev KM och MK i uppgift

Los ekvationen B(z) :(Z) genom att hitta en matris N s3 att BN = <(1) (1)) och

sedan gora nagot klyftigt.

Vad har detta att gora med begreppet invers som vi larde oss nar vi studerade bindra
operatorer?

Paminn er sjilva om hur invers funktion ibland kan ses som inverst element map en
operator. Funkar detta hir? Foérsok alltsd definiera begreppet invers matris.

Testa kommandot help inv i Matlab. Berdkna nu inversen till matrisen B och jamfor
med N i KO9.

Berdkna nu med Matlabs hjilp inverserna till de &terstdende matriserna A,C, D, E, F.
Om ni inte redan inser varfor s4 kommer ni i avsnitt M nedan forstd varfér Matlab
inte ger er nagot bra svar for vissa av dessa matriser.

14* For vilka matriser M kan man hitta en matris M1 s att MM 1 = I?

15* Kan ni ge en formel for M~! om MM~' =1 och M = ((Cl b>?

d

GoOr uppgifterna 6.2a, 6.2b, 6.8c, 6.9 och 6.21 i boken.
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. Vad séger ert samband att arean av K (R) dr om K =

Area

Vad dr arean av rektangeln R i uppgift J67 Vad blir arean av K (R) i de tva fallen da

/91 (19
K_<O 1>ochK—(0 1)?

Kan ni se ndgot sambandet mellan talen i matrisen K och area av K(R).

Lat K = <§ é) Bestam arean av K (R). Funkar ert samband fortfarande?
1 439
5 3)°
Sag nagot vettigt om detta. Kolla tex vad som hénder med inbdrdes ordningen av

vektorerna, som spanner upp R, ndr M verkar pad dem. (Vad menas med inbérdes
ordning?)

Fick ni negativ area?

Latt uppgift som
kan vara svarlost.

Forsdk inte
smussla undan
minustecknet nar
ingen tittar!
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Formulera en sats med en formel f6r arean av M (R) uttryckt i koefficienterna for den

godtyckliga matrisen M.

Verifiera att din sats stdmmer for areaorna av figurerna
A(R), B(R), ..., F(R)? Titta pa fraga I5 igen.

Bevisa din sats. Lista ut alla olika fall som maste behandlas och utred saken i varje
engkilt fall.

Formulera en liknande liknande sats fast for ett godtyckligt parallellogram.

Gor uppgiften 4.21 i boken.

Determinanter

Determinanten till en 2 x 2 matris M = (Z Z) ar Det(M) = ad — be. Kénner ni igen

detta uttryck? Var har du sett det tidigare under kursen?

. Berdkna determinanterna till matriserna A, B,C, D, FE och F.

Vad ér forhallandet mellan Det(M) och arean av M (R)? Titta nu pa fraga I5 igen.

4 8

. Finns det tva olika punkter (z,y) och (z,w) s& att M(g) = M(;}), da M = (1 2)?

Visa att om Det(M) = 0, da finns det tva olika punkter (z,y) och (z,w) s& att

V() =v(a)

Vad har determinant med injektivitet att gora?
Vad vet vi nu om en determinanten av en matris som ar inverterbar?

Testa kommandot help det i Matlab. Vilj tvA 2 x 2 matriser M och N och jamfor

sedan Det(MN) och Det(NM) med Det(N) och Det(N). Prova gédrna med andra
matriser. Ser du nagot monster?

Ta reda pé svaret till fraga L8. (Fraga négon eller 16s den.) Anvéind detta fir att svara
pa foljande fraga. Vad rader det for samband mellan Det(M), Det(NN) och arean av
N(M(R))?

Vad hjéalper dig foregaende uppgift att tolka din upptéickt i uppgift M8?

Kan du argumentera for ditt svar i M7 igen, fast nu med utgangspunkt fran ditt svar
i M10?

Kan du bli av med alla absoluttecken i fraga M10 genom att lista ut alla olika fall
som maste behandlas och utred saken i varje enskilt?

Visa din upptéckt fran uppgift M8 algebraiskt.

GoOr uppgifterna 4.3a, 4.25 i boken.



