MATEMATIK D1
DEL B — HT 02

Uppgiftshifte 4

Vi tittar speciellt p& kvadratiska ekvationssystem. Begreppen kirna och bild introduce-
ras innan vi bérjar studera egenvirden och tillhérande egenvektorer. Slutligen tittar vi
pa hur man kan ta fram matriser som motsvarar en énskad avbildning, tex en rotation
eller en projektion.
Kapitel i boken :

Ovningens syfte

4.2,4.3,5.1-5.3,7.1-74

R

1.

Losningsmangder

Antag att vi har ett ekvationssystem med m obekanta vars totalmatris Gausselimine-

rats fullstdndigt tills vi fatt féljand trappform,
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dér alla p; # 0. Ge villkor for att systemet skall ha exakt en 18sning, inga 16sningar
respektive odndligt manga losningar.

Sla upp, i boken, vad som menas med rangen av en matris. Kan man ta reda pa
rangen av en matris genom att Gausseliminera, d vs kan Gausseliminering hjilpa en
att avgora om raderna i en matris &r linjart beroende?

Vad &r rangen av A ovan? Vad betyder det for 16sningsméngden att rangen av total-
matrisen ar stringt storre &n rangen av koefficientmatrisen.

Hur paverkas determinanten av en kvadratisk matris av elementira radoperationer?
Téank igenom detta for alla tre elementdra radoperationer.

Vad dr Det(A) for 2 x 2 matrisen A om rangen ej dr maximal? Vad har detta med
uppgift O2 att gora?

¥ Rangen till matrisen A séger ndgot om dimensionen av virdeméngden till avbildningen

som ges av A. Vad sdger den?

Om A ar en m x n matris. Vad kan rangen till A maximalt vara? Hur ménga linjért
oberoende vektorer man som mest kan ha i R"?

Kvadratiska ekvationssystem

I hela det hér avsnittet om determinanter &r alla matriser av typ n X n fér nagot n.
Vi har talat om determinanter for 2 x 2 och 3 x 3 matriser. Fér n x n matriser kan man
definiera determinant rekursivt pé féljande vis.
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Definition 1 Valj ut en rad eller en kolonn i n x n matrisen A. Determinanten till A dr

da

Det(A) = Z (=1)"a; jDet(A; ),
rad/kol.

ddr summan loper dver alla a;j i den rad/kolonn vi valt och A; j dr den matris som man
far da man tar bort rad i och kolonn j, dvs den rad och den kolonn som a;; stdr .

. Anvand definitionen ovan for att berakna determinanten for en allméan 2 x 2 matris.

Basfallet dr nu 1 x 1 matriser. Vad &r determinenten av siddana? Visa att valet av rad
eller kolonn inte spelar négon roll genom att utveckla efter olika rader och kolonner?

Prova sedan med en allmén 3 x 3 matris. Blir resultatet det forvintade, oberoende av
vald rad/kolonn?

Kan ni sédga nagot om forhallandet mellan determinanten till A och determinanten
till den matris man fatt nir man gjort A trappformad? Anvind ditt svar i Q4.

Vad &r determinanten av en trianguldr matris,d vs av en matris som har enbart noller
over, eller under, diagonalen? Vilka element i matrisen ar inblandade?

Galler det att: Det(A)#0 < ekvationen Ax = b har exakt en 16sning? Borja med att
fundera pa hur det fungerar fér en trappmatris.

Vi vet att om A &r en 2 X 2 matris s& géller att A inverterbar < det(A)#0. Med hjalp
av uppgift S5 kan ni nu visa att detta giller for en godtycklig n x n matris A, dvs
att A &r inverterbar om och endast om det(A) # 0. Att ge en formel for inversen &r
ganska komplicerat och det behover ni inte gora.

Lat A vara en matris med kolonnvektorer a;, dvs A = (a;---a,) Visa att, for en
kolonnvektor x = (z1,...,x,)!, giller att Ax = x1a; + -+ + rpa,. Anviind detta for
att visa att A inverterbar < A:s kolonner &r linjirt oberoende.

Gér uppgifterna 4.7, 4.11c, 4.19¢ och 4.6 i boken.
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Egenvektorer och egenvarden

1. Nu skall vi forsoka forstd hur vi kan hitta de linjer som inte flyttas av en matris A.

a) Lat M = A — M. Om Det(M) = 0, visa att det finns en vektor x # 0 si att
Mx = 0. Ledning: vad har vi kallat linjen genom origo som x ligger pa?

b) Visa att vi da har Ax = \x.

c

d

€

Visa att vi da dven har Az = Az for varje z = kx dér k € R.
Beskriv i ord vad detta sdger om matrisen A:s verkan pé planet.

Hur hittar du nu linjerna som inte flyttas av en matris?

)
)
)
)

Definition: Lat A vara en matris och x # 0 en vektor sd att Ax = Ax for nagot tal
A € R. D4 kallas x en egenvektor till A och X ett egenvdrde till A motsvarande x.

2. Finn egenvirden och motsvarande egenvektorer till (

1 3
12 1

2 0 0
)och 0 1 3].
0 12 1

3. Lat A vara en matris som avbildar planet pa en linje. Vad kan man siga om A:s

egenvektorer?
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Har vi tex wvalt
rad i, d& blir det

(-1 a; jDet(A); ;

Att inte
spelar nagon
roll vilken rad
eller kolonn man
valjer behdver
man egentligen
visa for att denna
definition skall
gora begreppet
determinant
véldefinierat.
Man kan visa
detta  allménnt,
men vi ndjer 0ss
med att kolla det
f6r n = 2 och 3..

det

Ar inte detta trol-
leri? Att visa att
inversen finns ut-
an att ta fram
den!!!!

Sl& upp transpo-
nat om du inte
vet vad t:et vid
vektorn x bety-
der.

Var s& lata som
mojligt hér



10.

11.

a 0

Bestéam egenvirden och egenvektorer for A:<0 B

) d& a # b, respektive a = b.
Vad kan man siga om en matris A som har 0 som egenvirde?

Vilka matriser har bara en egenvektor (bortsett frdn multiplar av denna)? Ledning:
Om s& ar fallet, vad kan man da séga om de tva egenvirdena (hur rdknar man fram
egenvirdena?). Ge exempel pé en sddan matris.

Finns det matriser med tva linjart oberoende egenvektorer, men bara ett egenvérde?
Beskriv alla sddana matriser.

Lat A vara en matris med egenvektor x och motsvarande egenvirde \. Visa att A"x =
A"x.

Lat A vara en matris med tva linjart oberoende egenvektorer x och y och lat v vara
en godtycklig vektor. Beskriv A™v utan att anvinda A.

M &r en matris som projicerar rummet ortogonalt pa planet x + 3y + 2z = 0. Finn
tre linjart oberoende egenvektorer till M och motsvarande egenvirden.

Diskutera vad en sddan matris har fér egenskaper (egenvirden/vektorer, determinant,
etc.).

12¥ Finns det nagot samband mellan en matris egenvirden och dess determinant?

Gér uppgiftera 3.30, 3.31, 7.13, 7.14, 7.3, 7.5, 7.6, 7.16b, 7.25* , 7.29 i boken.

U

1.

Att finna onskade rotationer, projektioner m.m.

Visa att om man vet hur en matris M verkar pd vektorerna (1,0) och (0,1), d& vet
man vad M &r for matris.

Anvind foregdende uppgift for att finna matrisen R, som roterar planet o grader
motsols. Skulle du kunna férutsdga matrisens determinant utan att ta fram matrisen
forst?

Visa att om man vet hur A verkar pa tva linjért oberoende vektorer d& vet man vad
A &r for matris. (Skriv en matrisekvation och 16s den.)

Finn A s att A avbildar planet pa linjen y = 3z. Ledning: Vad vet vi om A7 Beskriv
alla matriser som avbildar planet pa linjen y = 3x.

Finn A s& att linjen y = 3z + 2 avbildas p& punkten (2,6).

Finn en matris som roterar rummet pa nagot icke-trivialt sdtt. Man kan med for-
del tanka sig att man tittar pa jordklotet utifrdn och roterar det pa olika sétt (inte
nodvindigtvis alltid i samma axel).

7* Hur kan man rotera planet runt en punkt (z,y) # (0,0)?

Gér uppgifterna 7.1, 7.2, 7.20, 7.22 i boken.
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Behdvde ni rék-
na?

Linearitet!

Behfver man ta
fram M?



