MATEMATIK D1 . .
pEL B — HT 02 Uppgiftshifte 5

Ovningens syfte

Vi har sett hur man efter Gausseliminering enkelt kan se ndr ett ekvationssystem saknar
16sning. Forsta avsnittet ger ett annat perspektiv pa vad det betyder att systemet saknar
16sning. Sedan gar vi 6ver till att studera vad man kangora ifall ett ekvationssystem
Ax = b saknar 16sning. Finns det ndgot x som minimerar felet i ndgon mening? Denna
uppgiftslapp handlar om minsta kvadratmetoden som &r en flitigt anvéind metod for att
anpassa modeller till data.

Kapitel i boken : Sammankoppling av flera tidigare studerade avsnitt i kapitel 2 och 3,
samt slutligen kapitel 3.5

V Bild och karna

Definition 1 Ldt A vara en matris. Kdrnan av A dr mdngden
Ker(A) = {x: Ax = 0}.
Definition 2 Ldt A vara en matris. Bilden av A dr mdngden
Im(A) ={y;y = Ax, for nigot x}.

1. Berdkna Ker(M) da M i tur och ordning &r en av de 6 matriserna definierade i borjan
pa Uppgiftshafte 1. Vad far ni for slags méngder?

2. Berdkna nu ocksd Im(M) for de 6 matriserna. Ser ni nagot samband med mellan
dimensionerna pa Ker(M) och Im(M).

3. Funkar detta samband ocksé for matrisen M = < 8 8 >?

4. Visa att en matris A ger en injektiv avbildning om och endast om Ker(A) = {0}.
Vad kan A vara for typ av matris for att ditt argument skall fungera?

5. Lat A vara en n X n matris och x,b € R". Lat x; vara en (partikulir)lésning till
Ax = b och xq en 16sning till det motsvarande homogena systemet Ax = 0. Visa att
y = X1 + Xg dr en l6sning till Ax = b.

6. Vad har vi kallat 16sningsméngden till det homogena ekvationssystemet?

7. Ta fram tre olika l6sningar till

1 2 x\ (1
3 6 y ) \3)°
Ligger 16sningarna pa samma linje? Ar det alltid sa? Vilken lutning har linjen jAmfort

med Ker(A)?

8F Antag att Ax; = b. Visa att varje 16sning x till Ax = b kan skrivas som x = x1 + Xg,
dér xg dr nagon losning till det motsvarande homogena systemet.

Gér uppgifterna 3.3, 3.33 och 3.34 i boken.

15

Linearitet!

Men detta &r ju
exakt samma Ov-
ning som 5, eller
hur?

Enkel algebra
(och ett (enkelt)
knep)



W Minstakvadratmetoden

1.

Betrakta matrisavbildningen fran R? till R? given av matrisen

1 -1
A=11 1
2 -1

Visa att Im(A) &r ett plan. Bestdm ekvationen for detta plan pa formen Ay; + Bys +
Cys+ D = 0.

Betrakta ekvationssystemet:

1 -1 .
11 [ ml ] =2
2 -1 2 2
Ar detta system losbart?

Bestdm alla hogerled for vilka systemet dr 16sbart.

. Ekvationssystemet ovan ar inte losbart eftersom alla 16sningar AX ligger i ett plan

och punkten b = (0,2, 2) ligger inte i det planet. Vilken punkt blir den bésta approx-
imationen till hogerledet?

Vad blir 16sningen av ekvationssystemet med det nya hogerledet?

Betrakta figuren. I foregdende 6v- yp=(0.22)
ning skulle ni bestdmma vilken

punkt i planet som gav den bés- f=b—-AX,
ta approximationen. Forhoppnings-

vis valde ni hogerledet sa att fel- Ao N bo

vektorn f blev sa kort som mdjligt.
Dvs, eftersom

0 1 -1 . —T1 + T2
f=(2 -1 1 [xl}: 2 — 21 — To
2 2 -1 2 2 — 211 + 29

innebdr det att minimera

|f| = \/(—$1 + 33‘2)2 + (2 — X1 — :E2)2 + (2 —2x1 + 33‘2)2.

Kvadratsumman under rottecknet skall alltsd minimeras; ddrav namnet minstakvadrat-
metoden.

Ett enkelt geometriskt sétt dr att vélja hogerledet by sa att felvektorn f = b — AXg
ar vinkelrét mot planet 3y + y2 — 3ys = 0. I forra 6vningen rdknade vi fram 16sningen
genom att forst berdkna bg. Vi skall nu ta fram en metod dér vi slipper berdkna det
nya hogerledet for att hitta 16sningen.
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f = b — AX( har minimal ldngd

f =b - AXy L planet

f =b — AXq L varje vektor i planet
f=b—-AXy L AX V¥X
AX-(b—-AXp) =0 VX

(AX)!(b — AXy) =0 VX

XAH(b — AXp) =0 VX

XH(Ab — A'AXp) =0 VX

ATAXy = A'b

Satt nu in siffrorna fran tidigare och 16s systemet!

rreennny

8. Rékna ut felvektorns léngd.

9. Formulera en sats som sédger hur man, fér det olosliga ekvationssystemet Ax = b, kan
berékna xg s& att |[Axg — b| < |Ax — b| for alla x.

Gor uppgifterna 3.47, 3.50, 3.51 och 3.62 i boken.
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