VECKOPROGRAM f{6r grupp6vningar och sjidlvverksamhet.

Matematik D, del C och Matematisk analys IT.
Liasvecka 4

Den hir veckan skall vi tillimpa véra integralkunskaper pé ett antal geometriska problem, area- och volyms-
berdkningar samt baglingdsbestdmning for kurvor. Vi skall ocksd generalisera den vanliga enkelintegralen till
s& kallade kurvintegraler, d& vi skall integrera &ver en kurva i R2 eller R3, istiillet for dver ett intervall i R.
Sista gruppdvningen i veckan dngnas at flervariabelanalys.

Gruppdvning v4:1, (7.1, 7.2 , 7.3 ) Lis lite i borjan pa 7.1. Ligg mirke till det violetta pa sidan 408 och
dven tillhorande figur 7.4. Se direfter pa exempel 1 och 2, samt kanske ocksa pa det nagot besviirligare exempel
6. Avsnitt 7.2 kastar vi en blick pé.

Exercises 7.1: 1,3,19 , 7.2: 5,9,13

Kurvgeometri: Tangent, baglingd ...

1.
2.
3.

Vi borjar med funktionskurvor y = f(z). Lis 7.3 t o m exempel 3.
Exercises 7.3: 12, 13 , 15. Anviind Beta eller Mathematica for de tva sista.

Nu skall vi se pa kurvor pa parameterform

x = z(t)
,a<t<b, (1)
y =y(t)

dir z(t) och y(t) dr givna funktioner av parametern t.

Ovning 1:
a) z = cos(t),y = sin(t), 0 <t < 2x. Plotta i Matlabd.

b) x = 2cos(t),y = sin(t), 0 <t < 2xw. Plotta i Matlab.

c) x=cos(t),y =sin(t),z=t, 0 <t <4r. Plotta i Matlab.

Ledning: Anvind ploti a) och b) men plot31i c).

. Forsok att ‘hirleda’ foljande formel for baglingden av (1)

)= [ V@OP+ s @)

med hjilp av Riemann summor. Anvéind nu (2) pd en funktionskurva y = f(x) for att kontrollera att
formeln stimmer i detta specialfall.

. Ovning 2: Berikna baglingden for kurvan i 6vning 1c) ovan, genom att generalisera (2).

Bilda sekantvektorn svarande mot parameterviirdena ¢ och ¢ + At till kurvan (1). Hur fis nu tangentvek-
torn ('(t),y'(t))?

Ovning 3: Beriikna nu tangentvektorn till kurvan i 6vning 1c), for ¢ = 7.

Enligt (2) blir s(¢) stringt vixande varfor s = s(t) < t = t(s). Sitt in ¢ = ¢(s) i (1), dvs infor baglingden
som ny parameter. Bilda nu tangentvektorn med avseende pé baglingden s, dvs (dz/ds,dy/ds). Vad blir
dess lingd?

Ni kan studera punkterna 3-7 ovan i avsnitt 8.2, 8.3 och 8.4 i liroboken, om ni kiinner att ni behdver
mera information och exempel.



Gruppévning v4:2, Kurvor pa formen f(z,y) = C, dir f : R?2 — R och C &r en konstant. Kurvan kallas
nivakurva till funktionen f pa nivd C. Ar Du orienterare kanske Du ténker pa hojdkurvor pa en karta. Ett
vilkint exempel #r 22 +y? = C', C > 0. Vill vi rita nivikurvor till mera komplicerade funktioner far vi ta till
dator.

Exempel /6vning: Lat f(z,y) = (22 + 14?)? —2? + 1y? och —1 <2z <1, —1 <y < 1. Vi skall rita nivikurvor
och dven grafiskt &skidliggora ytan z = f(z,y) i Matlab. L&t mig ndmna att liknande verksamheter ingar i
inldmningsuppgift 1.

Vi skall anvinda Matlab-kommandona meshgrid, contour och mesh. Forst skall funktionen beriknas for alla
knutpunkterna i ett tinkt nét.

e > x=-1:2/100:1; y=x; % maskvidden 0.02
> [X,Y]=meshgrid(x,y); % for varje knutpunkt stoppas x-korrdinaten i X och motsvarande for y.
> F=(X."240.5*Y.72)."2-X."24+0.5*Y."2; % det var nu litt att tabellera f.
> contour(x,y,F);
> figure; mesh(x,y,F);

e Bestim storsta och minsta virden med kommandona maz och min.

e Rita nu kurvorna pé nivderna -0.1 , 0, 0.1, 0.2, 0.3. Légg mérke till att for att erhalla endast kurvan
f(z,y) = 0, maste vi ge kommandot contour(x,y,F,[0 0]), och motsvarande for andra nivéer.

Kurvintegraler Begreppet kurvintegral inféres naturligtvis med en Riemann summa. Lat I' vara en kurva
med #ndlig lingd i ett zy-plan och f(x,y) en funktion, som #r definierad och kontinuerlig i varje fall pa T.
Dela nu in I' i N delkurvor I'1,I'5,I's,..., 'y och villj pad varje delkurva I'; en punkt P;. Se figur nedan, dér
delkurvorna dr separerade med ¢ och punkterna pa delkurvorna markerade med x . Vi bildar nu

N
D F(P)As;
j=1

ddar As; drlingden av delkurva T;.

20

151 B

10 N

~10} i




Vi skall nu lata max As; — 0, d& erhélles ett grénsvirde

N

S £(P)As; / fds. (3)

Jj=1

Ovning 1: Lat T'i (3) ges av (1). Visa att

b
[ 1as= [ se.00) - V@OP + P

Ovning 2: Ellipsen 22 /a? +y?/b? = 1 kan pa parameterform skrivas £ = acos(t) , y = bsin(t). Uttryck ellipsens
bagling med en integral. Beridkna integralen numeriskt fér a = 2 och b = 1.

Ovning 3: En trad har formen av en plan kurva I" pa parameterform (1). Tradens linjéira densitet, massa/lingdenhet,
ar p(x,y). Ange traddens massa med hjilp av en kurvintegral, som dérefter omformas till en vanlig enkelintegral.

Ovning 4: Antag att traden i 6vning 3 har formen y = 22 , 1 <z < 2 och p(z,y) = =. Berikna tradens massan.
Andra densiteten till p(z,y) = e~(*+%). Kanske méste nu numerisk metod tillgripas.

Ovning 5: Samma fsrutséittningar som i $vning 4 med den skillnaden att densiteten som funktion av baglingden
viixer linjdrt fran 1 till 2 lings traden.

Vi skall dterkomma till kurvintegraler( kapitel 15 ) senare i kursen d& vi kan mera flervariabelanalys. Bland
annat skall vi studera kraftfilt och ge villkor fér att de har en potential, som vi ju vet fran fysiken att t ex
gravitationsfiltet kring jorden har.

Grupp6vning v4:3, (12.1 , 12.2) Vi lamnar nu den 1-dimensionella véirlden och tar resolut och oférviget steget
ut i flervariabelanalysen. Nagon fruktan for det okiinda behdver vi ej kiinna, eftersom vi redan har rekognoserat
ett del.

e Lis hela avsnitt 12.1 noggrant. Ligg mérke till begreppet hyperyta (eng hypersurface) som kan ses som
en generalisering till hyperplan. Ett hyperplan i R™ &r ju ett plan som spdnnes upp av n — 1 linjirt
oberoende vektorer, dvs har dimensionen 1 mindre dn det aktuella rummets dimension. Motsvarande
géller fér hyperytor, med den skillnaden att de ofta dr krokta.

Lagg ocksa sirskilt mérke till begreppen nivakurva och nivayta, det férra har vi redan stiftat bekantskap
med.

e Exercises 12.1: 11,13, 14,15, 17

e Avsnitt 12.2 handlar om gréinsvirden och kontinuitet for flervariabelfunktioner. Existens av gransvirde
innebér ju - informellt uttryckt - att funktionen skall nirma sig ett visst viirde, da argumentet nirmar sig
en given punkt. Ligg sirskilt mérke till den stora skillnaden mellan en- och flervariabelfallen vad giller
‘antalet sétt’ argumentet kan ndrma sig en punkt. I higre dimensioner blir alltsd grinsvirdesbegreppet
mera krivande.

e Lis nu till och med definition 3.

e Exercises 12.2: 1,3,12,13,14, 21 , 22



