Om bevis

Forfattat av Maria Roginskaya

En matematiker, en fysiker och en biolog dker tdg i
fjdrran land. Vid sidan av spdret ser de ett svart far.
Biologen sdger: “Titta, fdren hdr dr svarta!”

Fysikern rdttar honom: "Vi kan bara sdga att vissa fdr
hdr dr svarta.”

Matematikern sdger: "Ni har bdda fel. Det enda vi kan
sdga dr att hdr finns minst ett fdr som dr svart pd minst
en sida.”

Inledning

Alla som sysslar med modern matematik maste veta vad ett bevis dr. Samtidigt ar det lite svart for en
nyborjare att lista ut vad som menas med “bevis”, och det finns manga felaktiga uppfattningar och
missforstand kring begreppet.

| dagens matematik finns det en allmant etablerad definition av bevis. Men samtidigt ar det sa att
man i praktiken faktiskt ndstan aldrig presenterar ett fullstandigt bevis i definitionens mening, utan
istallet gor man en skiss fran vilken ett bevis kan &terskapas av en matematiskt skicklig person®.
Denna text riktar sig till nyborjarstudenter inom matematik och har som syfte att presentera dagens
syn pa bevis och deras plats i matematiken.

Jag borjar med en kortare historisk dverblick som stracker sig fram till bérjan av 1900-talet, da
dagens bevisdefinition etablerades. Sedan forsdker jag beskriva och illustrera dagens uppfattning om
vad ett rigorost bevis ar. Jag kommer dock inte ge nagon fullstandig definition av bevis, eftersom en
sadan ar komplex och det krévs matematisk vana for att forsta den.

Historisk dverblick over bevisbegreppet i vasterlandsk matematik

| vasterlandsk civilisation hittar man exempel pa bevis redan hos greken Thales (624-546 f.Kr.), men
den forsta presentationen av ett system som liknar dagens bevis &r i Euklides Elementa (ca 300 f.Kr.).
Dar héarleds genom logiskt resonemang manga pastaenden fran nagra fa ”sjalvklara” axiom. Det ar
intressant att man redan pa den tiden forsokte granska och ifragasatta resonemangens kvalitet.
Zenon fran Elea (ca 490—430 f.Kr.) formulerade nagra paradoxer som exempel pa daliga resonemang.
En av de mer kdnda ar den om den snabbfotade Akilles och skdldpaddan.

Ténk dig en I6partdvling mellan Akilles och en skéldpadda. Om skéldpaddan far ett
férsprang pd 100 meter, kan Akilles aldrig komma ikapp den. Fér férst mdste han nd
punkten dér skéldpaddan startade tévlingen. Men medan han gér det hinner
skéldpaddan forflytta sig till en ny punkt en liten strécka framdt, och medan Akilles
springer till denna, hinner skéldpaddan en liten bit till. Och sa fortsdtter det.

! Det hinder ocks3 ofta att liromedelsforfattare bara presenterar en del av ett fullstandigt bevis, i syfte att
forenkla och undvika krangliga resonemang. Det kan gora boken mer lattldst, men det gor det &nnu svarare att
lista ut vad ett riktigt bevis ar.



Dessa skenbara paradoxer kan man dock bena ut med hjalp av envariabelanalys.

Under medeltiden delades klassisk matematik upp i tva inriktningar: en mer abstrakt och en mer
konkret. Filosoferna sysslade med logiska resonemang, ofta i relation till odndlighet, men gjorde inga
konkreta berakningar. Samtidigt pagick studier av konkreta tal och geometriska figurer i samband
med diverse yrkesutovningar. Uppdelningen gjorde att den forsta grenen i bérjan av 1000-talet
degenererat till 6versattning och ordagrann tillampning av resonemangen i klassiska texter, medan
den andra grenen praktiskt taget reducerades till ett stort antal ostrukturerade listor av
réaknealgoritmer, som sa smaningom glémdes.

Medeltidens attityd till bevis speglas i en anekdot om den skanske astronomen och matematikern
Tycho Brahe (1546-1601). Han och en annan matematiker borjade grala om riktigheten i en
berikning, och gralet urartade i en duell® dir Tycho Brahe fick ndsan avskuren. Det kan ltt sigas att
man da la stor vikt vid vem personen bakom resonemangen var och kritik av resonemangen
uppfattades da som kritik av personen, nagot som inte alls &r fallet i dagens matematik’.

Fran mitten av 1500-talet till slutet pa 1600-talet etablerades naturfilosofin, som inférde tal (och
berdkningar) i abstrakta resonemang: Descartes inforde koordinatsystemet, Leibniz och Newton
utvecklade infinitesimalkalkylen. Eftersom berakningar som innehaller oandligheter inte kan
kontrolleras med vardagsintuition blev kvalitet pa resonemangen viktigare.

P& 1700-talet upptickte man nagra paradoxer av foljande slag*:

Betrakta serien 1-1+1-1+1-1+... :Om summan av serien @r a, dd ser vi att a=1-a, vilket ger a=%. Men
om vi byter plats pd férsta och andra termen, tredje och fjérde, etc. sG ser vi att a=-a. AlltsG mdste
gdlla att a=0. Tillsammans ger dessa likheter att %=0.

Detta ledde till att matematiker blev mera forsiktiga. | borjan pa 1800-talet inforde Cauchy, Bolzano
och Weierstrass det nuvarande epsilon-delta-spraket som man laser i envariabelanalys. Detta satte
en niva pa argumentationen och gav medel for att uppna stringens. De flesta matematiska verk som
skrivits sedan mitten pa 1800-talet uppfyller dagens krav pa rigorositet.

| mitten pa 1800-talet borjade man fraga sig hur man pa ett mera rigorost satt kunde avgora om ett
resonemang ar tillrackligt rigorost. Boole pabodrjade systematisk forskning inom logik, och denna
foljdes upp av andra matematiker, vilket gjorde att man pa 1930-talet kunde formulera definitionen
av logiskt bevis, eller mera exakt: logisk teori. Den definition av bevis som man hittar t.ex. i forsta
avsnittet av Mdngdldran skriven av Bourbaki® ar idag den allméant etablerade.

Tyvarr kan vi inte avsluta beskrivningen dar. Trots att definitionen ar ganska klar och omfattande,
gar den inte att anvanda i praktiken. Till och med enkla bevis skrivna pa den form som definitionen
kraver skulle uppta manga sidor och bli oldsbara. Darfér presenterar man i praktiken inte hela bevis,
utan l6sare resonemang som kan kompletteras for att passa definitionen.

> Den exakta anledningen till duellen ar okand.

* Obs! Att férhalla sig kritiskt till ett presenterat bevis oberoende av vem som har presenterat det och var ar en
av de grundlaggande principerna i dagens Matematik. Ifragasattande av resonemang ar alltsa tecken pa
intresse och pa inget satt personligt angrepp

* Detta ir ett pahittat exempel, som dock har historisk anknytning.

> En kollektiv pseudonym pa en grupp franska matematiker i borjan pa 1900-talet.



Nar internet kom initierades nagra projekt som gick ut pa att skriva om matematik med den
rigorositet som definitionen av logisk teori krdaver — ett slags forsok att bekrafta matematikens
legitimitet. Men sa vitt jag vet har inget projekt ens kommit i ndrheten av att slutforas.

Att genomfora rigordsa bevis av olika pastaenden ar ett huvuduppdrag for dagens matematiker, sa
bevisforing har en central roll i matematisk utbildning. Teoretiska fysiker har ett annat uttryckt mal,
men det faktum att bevis i praktiken ar ett vattentatt satt att féra resonemang, gor att bevis som
anvands i teoretisk fysik de facto i stort satt har hog niva av rigorositet.

Bevis, pastaende och definition

Ett bevis ar en kedja av pastaenden. Kedjan maste uppfylla nagra krav pa samband, vilket jag
beskriver senare. Pastadenden som bildar bevis far inte vara vilka meningar som helst, utan maste
vara matematiska pdstdenden.

Matematiska pastaenden ar alltid utsagor i pastdendeform. Uppmaningssatser som “Hej,
tomtegubbar, sld i glasen!” och ”Ldt oss lustiga vara!” ar inte matematiska pastaenden, medan “En
liten tid vi (har att) leva hdr” ar ett matematiskt pastaende, under forutsattning att vi definierar vad
vi menar med "liten tid”, ”vi” och "har” och preciserar forhallandet “har att leva”.

Det ar vart att kommentera att manga bevis presenterade i litteraturen borjar med “Ldt ...” eller
“Antag att...”. Detta ar stilistiska knep som syftar pa att uttrycka matematisk mening med méanskligt
sprak. | exemplet “Ldt oss beteckna vektorn (1,0) med e,...” betyder detta helt enkelt att var gang
man i texten skriver e; menar man (1,0). Och “Antag att v dr en Iésning till Ax=b...” indikerar att
beviset dr uppbyggt efter den hjdlpantagande bevismetoden som jag beskriver nedan.

Matematiska pastaenden ar allmanna, dvs. deras mening beror inte pa rum och tid. De kan dock
beskriva rum eller tid. Till exempel ar pastaendet “Chalmers grundades 1829 i Géteborg” ett sadant,
for det betyder samma sak nar och var man an sager det. Men ett pastaende som "Igdr satt vi hér
och riéknade” kan inte anvandas, om vi inte vet vid vilken tid och plats det uttalades.

Matematiska pastaenden handlar vanligen om relationen mellan vilka egenskaper som objekt har
eller inte har. Egenskaperna ska vara tydligt definierade, dvs. man ska kunna sdga bestamt om
egenskapen finns eller ej. Om vi tanker pa egenskapen “réd”, sa kan olika manniskor ha olika asikter
om huruvida nagot ar rott eller inte. Ett matematiskt pastaende maste vara sant eller falskt; det far
inte vara "litegrann” eller "delvis” eller ”i stort sett”.

Det ar svart att formulera matematiskt rigordsa definitioner med vanligt sprak. Den grekiska filosofen
Platon (ca 400 f.Kr.) férsokte definiera manniska som en ”“tvabent varelse utan fjadrar”, men fick
genast backa da nagon visade honom en plockad tupp. Aristoteles kom da med forslaget att vissa
elementédra begrepp far vara odefinierbara, och att man ska férsoka definiera resten av tingen
genom de elementara. Men till och med enkla objekt i en reell varld visar sig vara fér komplicerade
for att kunna definieras.

Odefinierbara begrepp som ni moter under férsta aret av utbildningen &r t.ex. mangd, tal, funktion®
och summa-operation. Trots att vi inte definierar dessa begrepp, postulerar vi deras egenskaper. Vi

® Funktion gar egentligen att definiera i modern matematik, men det lar ni forst senare i utbildningen.



sager t.ex. att ett tal kan vara exakt ett av positivt, negativt eller noll, och att summan av tva positiva
tal ar ett positivt tal.

Det ar viktigt att forstad att matematiken inte behandlar en fysisk varld utan idealiserade
abstraktioner som gar att behandla rigordst. Andra vetenskaper, som natur- och samhéllsvetenskap,
kan sedan anvanda dessa idealiseringar som modeller i sina studier. Men bara fér att modellen i sig
ar rigoros ar det inte sdkert att den ar en bra approximering av just det fenomen som natur- eller
samhallsvetaren vill undersdka. Det ar dock inte matematikens uppgift att valja ratt modell -
matematikern tillhandahaller enbart en logisk verktygslada, och det &r upp till de tillampande
vetenskaperna att vdlja de verktyg som ar adekvata for att |I6sa den aktuella uppgiften.

Bevis och logisk hirledning

Pa samma satt som det inte gar att definiera nagonting om man inte har elementara begrepp att
utga ifran, gar det inte heller att bevisa nagot om man inte accepterar vissa grundpastaenden. Dessa
grundpastaenden kallas sedan Euklides tid fér axiom och ar helt enkelt enkla pastdende som man
godtar som sanna. Att summan av tva positiva tal &r positiv ar ett exempel pa axiom’.

Det ar egentligen inte alls klart vilka pastdenden som &r sanna® och vilka bland de sanna som ska
goras till axiom. Darfor brukar vi prata om olika matematiska teorier, och dessa bestar av satser,
alltsa pastaenden som &r sanna inom teorin. En sats ar ett pastdende som gar att harleda logiskt
(bevisa) fran axiom och redan bevisade satser’. Huruvida ett pastdende &r sant beror alltsa pa vilken
teori den utgar ifran, dvs. fran vilka axiom den ar uppbyggd.

Foljande logiska regler far anvandas for att bygga en teori och darmed bevis. Observera att listan inte
ar fullstandig.

e Om A i&rsant och A => B &r sant, d3 ar B sant (detta kallas for syllogism™®).
Exempel: Antag att “Ada deltar i nollning” ar sant och “Om man deltar i nollning, sa ar man
student” ar sant. D3 ar ”"Ada ar student” sant. Obs! Man ska inte tro att implikationen géller
at andra hallet. Bara for att ”Brigitta dr student” ar sant, betyder det inte nédvandigtvis att
”Brigitta deltar i nollning” ar sant.

e Om A=>Bérsant och B=>C arsant, da ar A=>C sant.
Exempel: Om “Om man studerar flitigt, sa kan man mycket om kursen” ar sant och “Kan man
mycket om kursen, sa klarar man tentan” ar sant, da ar “Om man studerar flitigt, sa klarar
man tentan” sant.

e Om A=>Bérsant, da ar (inte B) => (inte A) sant.
Exempel: Om "Om man ar mycket i solsken, sa blir man solbrdand” ar sant, sa 4r "Om man
inte ar solbrdnd, sa ar man inte mycket i solsken” sant.

e Om Adr ett pastaende, da ar “A eller (inte A)” sant.
Exempel: ”Aldern av en student ar under 21 eller minst 21” &r sant.

7 Liksom alla egenskaper av odefinierade objekt.

® Om pastaenden ir sanna i absolut mening eller bara i vér virldsbild ar en fraga som hér till filosofi och
livsaskadning. Vi tar inte upp det hér, eftersom det inte paverkar hur man gor logiska harledningar.

% Ett axiom dr ocks3 en sats, pa samma satt som en kvadrat ocksa ar en rektangel.

197 p=>B” utlises ”A medfér B” och pilen ”=>" kallas implikationspil.



e OmA=>CarsantochB=>Carsant, da ar (A eller B)=> C sant.
Detta ar grunden till fallstudier: Om vi vet att alla mojligheter gar att dela upp pa olika fall,
d.v.s. att ”A; eller A, eller ... A,” ar sant, och "A,=>B”, "A,=>B”,..., "A=>B" alla ar sanna, sa ar
B sant.
Exempel: “En student under 21 dr en manniska” och “En student som dr minst 21 dr en
maénniska” medfor ”En student ar en manniska”. Obs! Man ska alltid vara sdker pa att
kontrollera alla fall. Om ”En student som &r minst 21 far kopa sprit” ar sant i exemplet ovan
medfor detta inte att “En student far kdpa sprit” ar sant.

Utover de logiska reglerna finns tva bevismetoder:

e Hjilpantagande metod (deduktion'), gar ut pa att vi lagger ett pastaende A till var
uppsattning av axiom (dvs. “Antag A...”). Om vi med den utdkade teorin lyckas visa att
pastaendet B &r sant, da ar pastaendet ”A => B” sant (i ursprungliga teorin). Obs! Det spelar
ingen roll om pastaendet A &r sant eller inte. Det som ”A => B” sager ar att pastaendet B ar
sant varje gang som pastaendet A dr sant. S3 om B ar sant, sa ar ”"A => B” sant for alla
pastaenden A, sanna som falska.

e Motsagelsemetod (ad absurdum), gar ut pa att vi lagger pastadendet "inte A” till var
uppsattning av axiom (dvs. “Antag att A inte &r sant...”). Om vi sa smaningom lyckas visa att
det finns ett pastadende B, sadant att bade B och ”inte B” ar sanna, sa ar pastaendet A sant (i
den ursprungliga teorin). Med denna metod blir det alltsa en motsdgelse att bade B och
”inte B” 4r sanna. Obs! Pastaendet B behover inte sammanfalla (eller vara ekvivalent) med A.
Om teorin ar sjalvmotsagande fran borjan (dvs. innehaller B och ”inte B” samtidigt), sa ar alla
pastaenden sanna i den."

De flesta matematiker godtar samma uppsattning av axiom och arbetar dirmed med samma teori.
Darfér ar det mojligt for oss alla att i vara bevis anvdnda satser som ndgon annan har bevisat. Anda
aligger det var och en att kontrollera att alla satser som man anvander ar rigorost bevisade.
Lyckligtvis ar det mycket lattare att kontrollera bevis dn att skapa dem. Obs! Ett vanligt studentfel ar
att man glémmer kontrollera att alla villkoren i satsen ar uppfyllda, innan man anvander den.

Kvantifierare

Matematiska pastaenden ar ofta av typen ”For alla x géller A” eller ”Det finns x sadant att B”. Darfor
har man infort tva tecken som kallas kvantifierare: ¥ som betyder "for alla” och 3 som betyder "det
finns”. Att hantera pastaenden med kvantifierare kan ibland vara lite kontraintuitivt. Notera darfor
att motsatsen av ”vx: A” ar "3x: (inte A)”. Och tvartom: motsatsen till ”3x: A” &r

"Vx: (inte A)”.

Om t.ex. ”Alla bilarna pa parkeringen ar av market Volvo” inte &r sann, sa ar “Det finns en bil pa
parkeringen som inte ar en Volvo” sann. Obs! “Det finns en ...” betyder "Det finns minst en ...” (om
man vill sdga att “Det finns exakt en ...” sa sdger man s3, eller ”Det finns en unik ...”).

11 ° .
Fran latinska “de ducere”.

12 . ™ . o .. . s . .y
Det ar darfor man ar sa radd for att valja axiom som kan vara motstridiga.



Det blir sarskilt krangligt om vi gér utsagor om en tom mangd. Om det inte finns nagra bilar alls pa
parkeringen, sa ar ”Alla bilar pa parkeringen &r Volvo” sann, medan ”Det finns en bil pa parkeringen
som ar Volvo” ar osann (alltsa ”For alla ...” medfor inte ”Det finns ...”).

Exempel
Jag visar nedan tre olika bevis, som vart och ett ar giltigt, av foljande pastaende:

Sats: For alla tal x och y giller att om x+y=1 s &r x’+y* 2%.
Bevis 1

Om x<0, s& ar y>1, vilket ger x*+y*>y*>1>%.

Om x>1, s3 ar X’ +y’2x>>1>%.

Om 0sx<1, ser vi att y=1-x, vilket ger x*+y’=x*+(1-x)’=1-2x+2x". Eftersom 0<x<1, sager satsen om
maximi- och minimivardet att en funktion som ar kontinuerlig i ett slutet och begransat intervall och
ar deriverbar i det inre del av intervallet nar sitt minimivarde dar derivatan ar noll eller i
andpunkterna av intervallet. Funktionen 1-2x+2x’ &r deriverbar och kontinuerlig for alla tal, sa den &r
deriverbari (0,1) och kontinuerlig i [0,1].

e Andpunkterna: Vardet av 1-2x+2x°i 0 &r 1 (2%) och i 1 &r vardet 1 (2%).

e Derivatans nollpunkt: Derivatan ar (1-2x+2x°)’=-2+4x. Om -2+4x=0, s3 ar x=1, och 1-
2:%+2(14)’=%.

Alltsd, x*+y*2¥% for 0<x<1.

Genom att betrakta tre fall, x<0, x>1, och 0<x<1 har vi betraktat alla méjliga fall, alltsa x*+y*>%.m
Bevis 2

XY =1((x+y) +(X-y)?)2%(x+y)=%-1°=Y: m

Bevis 3

Man kan ténka pa x och y som koordinaterna av en punkt i koordinatsystemet.

Villkoret x+y=1 betyder att punkten ligger pa en rat linje. Linjen gar genom punkten (1,0), eftersom
1+0=1, och genom (0,1), eftersom 0+1=1.

x*+y” ar kvadraten av avstandet fran origo till (x,y). Vi vet att minsta avstandet till punkterna pa en
linje uppnas om vi gar vinkelrdtt mot linjen. Om vi betraktar triangeln [(0,0),(1,0),(0,1)], sa ar kortaste
avstandet lika med langden av hojden fran (0,0).

Hojden av en triangel ganger basen ar dubbelt sa stor som triangelns area. Arean av triangeln
[(0,0),(1,0),(0,1)] &r %, och langden av basen [(1,0),(0,1)] &r v2, alltsa &r hojdens langd 1/v2. Sa
kvadraten pa det minsta avstandet &r %. m



Analys av exemplen

Man kan observera att i alla bevis anvands valkanda satser, utan att man explicit formulerar dem,
vilket ar ett godtagbart slarv. Vi anvander till exempel att kvadraten av ett godtyckligt tal ar positiv.
Man ska dock vara forsiktig sa att man inte gldommer att kontrollera tillimpbarhet ocksa for sddana
onamnda satser.

Ofta hanvisar man till mer komplicerade men valkanda satser som man anvander, och i mera
formella sammanhang ska man ha en referens till var man kan hitta ett bevis for satsen. Det ar det
som gors i Bevis 1 nar vi hanvisar till satsen om maximi- och minimivardet, dven om det dar gors lite
otydligt.

Bevis 1 gar ut pa att betrakta tre olika fall, eftersom vi maste ha begrénsade intervall for att kunna
tillampa maximi-minimi-satsen. | en mycket slarvig presentation kan man saga att de tva forsta fallen
ar uppenbara, men man maste alltid ndmna dem for att undvika logiska fel.

Ur estetisk synvinkel &r Bevis 1 mindre vackert dn de andra tva, da vi anvander en del kalkyler som
hindrar var intuitiva uppfattning om vad som hander — man kallar ibland detta for proof by brutal
force. Bevis 3 &r vackert, men baserar sig pa sa manga icke-sjalvklara geometriska pastdenden att
man kan bli osdker pa om man verkligen inte missat nagot. Bevis 2 ar vackert och latt att kontrollera,
men &r baserat pa den specifika problemformeln x+y=1. Om vi byter ut x+y=1 mot x+2y=1 fungerar
inte Bevis 2 langre, medan de andra tva bevisen latt kan anpassas. Sa ar det ofta: det finns flera olika
bevis med olika for- och nackdelar, och vilket bevis man véljer att presentera ar en smaksak.

Variationer i utovning

| dagens matematik &r krav pa logisk bevisforing obligatoriskt. Alla pastaenden kan klassas som
antingen (1) bevisade eller sanna om det finns bevis, (2) motbevisade eller falska om det finns bevis
for motsatsen, och (3) oberoende, dvs. omdjliga att bevisa eller motbevisa (en sats av Godel sager
t.ex. att for varje teori finns ett pastdende som varken gar att visa eller motbevisa). Fér majoriteten
av matematiska pastdenden galler dock att vi annu inte vet vilken klass de tillhor.

Men indelningen i bevisade/motbevisade/oberoende beror pa vilken uppsattning av axiom man
anvander, och det ar upp till varje enskild matematiker att ta stallning till. De flesta matematiker
arbetar med standarduppséattningen av axiom, men en del matematiker godtar inte det sa kallade
urvalsaxiomet®. Det innebar att deras bevis ar giltiga i standarduppsattningen, men en del bevis fran
standarduppsattningen kan de inte anvanda. Det finns ocksa en del matematiker som godtar axiom
som inte ingar i standarduppsattningen, t.ex. kontinuum-hypotesen som ar oberoende i
standardaxiomuppsattningen. Om man gor sadant maste man papeka det vid presentationen av sina
resultat, sa att andra vet hur de kan anvanda slutsatserna med den hjalpantagande bevismetoden.
For var kurs spelar det ingen roll, eftersom vi inte anvander nagra kontroversiella axiom.

Ett storre problem &r att terminologi och beteckningar kan skilja sig at mellan olika bocker. Till
exempel kan derivata betecknas pa flera olika satt: f’(x), dy/dx, etc.; och termen distribution betyder
en helt annan sak inom analys &n inom sannolikhetsldra. Darfér maste man alltid vara uppmarksam
och kontrollera att man korrekt forstatt betydelsen i varje enskilt fall.

 Urvalsaxiomet &r viktigt da man arbetar med oandliga mangder, t.ex. i avancerad analys.



