
MATEMATIK Hjälpmedel: Inga, inte ens räknedosa

Chalmers tekniska högskola Datum: 2016-08-15 kl. 8.30–12.30

Tentamen Telefonvakt:

Telefon:

TMA660 Linjär algebra och geometri F/TM

Tentan rättas och bedöms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt p̊a placeringlista och samtliga inlämnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt. Motivera noga alla svar p̊a uppgifterna! Om en uppgift tar tid, fastna
inte utan g̊a vidare med nästa.
Betygsgränser: 3: 20 p, 4: 30 p, 5: 40 (max 50 p).
Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfället.

1. (a) Beräkna determinanterna

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 5 2
1 2 0 −1
3 2 −1 2
5 7 8 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ och

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1 2
1 2 1 −1
3 2 −1 2
5 7 6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣.

(b) L̊at A =


3 2 5 −1 2
1 2 0 1 −1
3 2 −1 −1 2
5 7 8 6 0

 . Bestäm en bas för kolonnrummet till A, rangen av

A och nolldimensionen av A. (6 p)

2. (a) L̊at T vara tetraedern med hörn P1 = (0, 0, 0), P2 = (1, 0, 0), P3 = (2, 3, 0) och
P4 = (4, 5, 6). Bestäm volymen av T .

Tips: Använd att volymen av en kon (speciellt en tetraeder) med basarea B och höjd
h är 1

3 ·B · h.

(b) L̊at A =

0 0 −1
1 0 0
0 1 0

 och l̊at f : R3 → R3 vara den linjära avbildning vars avbild-

ningsmatris är A (det vill säga f(x) = Ax). Beskriv bilden f(T ) av T under f . Bestäm
speciellt vad bilderna av hörnen är, det vill säga bestäm f(Pj) för j = 1, 2, 3, 4. Vad
är volymen av f(T )?

(c) L̊at g : R3 → R3 vara den linjära avbildning vars avbildningsmatris är A10. Beskriv
bilden g(T ) av T under g; bestäm speciellt g(Pj) för j = 1, 2, 3, 4. Vad är volymen av
g(T )? ( 8 p)

3. L̊at u,v ∈ Rn. Visa att |u + v|2 = |u|2 + |v|2 om och endast om u och v är ortogonala.
(5 p)

4. Betrakta följande datapunkter: (x1, y1) = (1, 1), (x2, y2) = (2, 2), (x3, y3) = (3, 4).

(a) Hitta en linje `(x) = a0+a1x som är anpassad efter datan i minsta kvadratbemärkelse.

(b) Hitta en andragradskurva c(x) = a0+a1x+a2x
2 som är anpassad efter datan i minsta

kvadratbemärkelse.

(c) Beräkna felen
√∑3

i=1 |yi − `(xi)|2 och
√∑3

i=1 |yi − c(xi)|2. Slutsats? (8 p)

5. En (n× n)-matris A sägs vara nilpotent om det finns n̊agot ` ∈ N s̊a att A` = 0.

(a) L̊at A vara en (n×n)-matris. Antag att A är nilpotent. Visa att A inte är inverterbar.

(b) Gäller omvändningen? Det vill säga om A är en icke-inverterbar (n×n)-matris, följer
det d̊a att A är nilpotent? Motivera ditt svar. Om svaret är nej räcker det att ange
motexempel. (6 p)



6. Avgör om nedanst̊aende p̊ast̊aenden är sanna eller falska. Det räcker med svar. Rätt svar
p̊a en deluppgift ger 1 p. Fel svar p̊a en deluppgift ger -1 poäng. Den totala poängen är
dock ≥ 0. (6 p)

(a) L̊at A vara en (m×n)-matris och l̊at B vara en (n×m)-matris. D̊a är AB inverterbar
om och endast om BA är inverterbar.

(b) L̊at f : R2 → R2 vara ortogonal projektion p̊a linjen t(1, 3), t ∈ R. D̊a är f är en
isometri.

(c) Antag att A är en 5× 5-matris av rang 4. D̊a gäller att alla underdeterminanter till
A av ordning 4 är nollskilda.

(d) L̊at A och B vara matriser s̊adana att matrisprodukten AB är väldefinierad. Antag
att AB = 0. D̊a gäller att A = 0 eller B = 0.

(e) L̊at f : R2 → R2 vara spegling i linjen t(2,−5), t ∈ R. D̊a är f ◦ f ◦ f = f .

(f) Antag att u, v och w är linjärt oberoende. D̊a är 2u, u− v och u + 2v + 3w linjärt
oberoende.

7. L̊at u,v,w vara vektorer i rummet (R3).

(a) Definiera vektorprodukten u× v.

(b) Visa att vektorprodukten är antikommutativ, d v s att u× v = −v × u.

(c) Visa att
|u× v| ≤ |u||v|. (1)

När r̊ader likhet i (1)?

(d) Visa, förslagsvis genom att ge ett motexempel, att vektorprodukten inte är associativ,
d v s att

(u× v)×w 6= u× (v ×w)

i allmänhet. (6 p)

8. (a) Visa att för alla komplexa tal z och w gäller e(z+w) = ez · ew. (5 p)

Lycka till!

Elizabeth


