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Tentamen

Renskriv dina lésningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade,
svartolkade eller svarlédsliga losningar.

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal poéng &r 60, och betygsgrianserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.
Upp till 10 bonuspoéng fran bonusuppgifter far tillgodordknas.

Lycka till!
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1.
Lat
110
Ala)= {1 2 2
2 3 «
(a) For vilka o dr A(«) singulér? (2 p)
(b) Vad &r dimensionen till nollrummet till A(c) nér matrisen &r singulér? (1 p)
(c) Sétt a = 3 och 16s ekvationssystemet (3 p)
0
AB)x = |1
2

(d) Nar vi rdknar med flyttal, kan det vara ett problem att « &r néra ett virde ag sa att

A(ayp) &r singulér. Forklara varfor. (2 p)
(e) Vad krivs av tva matriser L och U for att de ska vara en LU-faktorisering till A?

(2 p)

2.
(a) Forklara vad som menas med begreppen bas och dimension till ett linjirt rum W.
(Du kan anta dimensionen #r dndlig.) (2 p)
(b) Ett linjart rum W spanns upp av vektorerna wi,...,w,. Vad kan du siga om di-
mensionen till W7 (2 p)
(¢) Lat U och W vara #ndligdimensionella linjidra rum, och T: U — W en linjar av-
bildning sa att vérdesrummet till 7', V(T'), &r lika med W. Vad kan du séga om
dimensionerna till U och W? (3 p)

3.

I den hir uppgiften betraktar vi R™ och R™, dar n > m, med standardskaldrprodukt
(u,v) =u'v. A € R™™ &r en matris med rang m.

(a) Forklar vad vi menar med att tva underrum av R™ &r ortogonala komplement till
varandra. (2 p)

(b) Visa att nollrummet till AT &r det ortogonala komplementet till kolonnrummet till
AiR™ (2 p)
Ortogonalprojektionen av en vektor v pa et underrum U &r den vektor Pv i U sa att
v — Pv &r i Us ortogonala komplement.

(c¢) Harled formeln for ortogonalprojektionen pa kolonnrummet till A, (3 p)

Pv=AATA) ATy,

(10 p)

(7 p)

(7 p)
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(10 p)
Héar kommer 5 par av pastaende, i par (P1) och (P2). Uppgiften bestar i féljande: Anta
att pastaende (P1) &r sant och avgdr om pastaende (P2) maste vara sant, kan vara sant
eller inte kan vara sant. Ange motivering till dina svar.
(a) (P1) For en matris A € R™*", giller det att 2 &r ett egenvérde till A.
(P2) (A—-21)"=0. (2 p)
(b) (P1) A € R™" &r symmetrisk.
(P2) (u,v)4 = u' Av ir ett skaldrprodukt pa R". (2 p)
(c) (P1) For matrisen A € R™" finns en ortonormerad (i standardskaldrproduktet) bas
for R™ bestaende av egenvektorer till A.
(P2) A &r symmetrisk. (2 p)
(d) (P1) En symmetrisk n x n-matris har egenvéirdena —2, —, % och 3 (och ingen andra
egenvérder).
(P2) Det giller att u' Au < 3u'u for alla u € R™. (2 p)
(e) (P1) u och v &r egenvektorer till en matris A € R"*"
(P2) u+ v dr en egenvektor till A. (2 p)
(8 p)
I den hér uppgiften ska vi beriikna v/S genom att 16sa ekvationssystemet 22 = S med en
iterativ algoritm.
(a) Visa att /S é#r ett fixpunkt for funktionen go(x) = % (1 p)
(b) Kommer fixpunktsiterationen x5, = go(xx) att konvergera mot v/'S? Varfor / varfor
inte ? (2 p) Den babyloniska metoden &r en fixpunktiteration for kvadratrétter som
anvénder funktionen
1 S
g1(z) = 5(37 + g)
(c) Berikna en approximation till v/2 genom att géra tva iterationer med den babyloniska
metoden och startgissningen zg = 1. (2 p)
(d) Visa att den babyloniska metoden &r ekvivalent med Newtons metod for ekvationen
2 -85 =0. (3 p)
(8 p)

Vi ska approximera en funktion f(z) i intervallet [0,4]. Tabellen ger funktionens vérde i
nagra punkter i intervallet:
z | 0 1 2 3 4
f(z) [0.00 050 1.50 0.75 0.00

(a) Berikna tva interpolationspolynom: ett som interpolerar f iz =0, z =1 och z = 2,
och ett som interpolerar f iz =2, x = 3 och x = 4. Polynomen du berdknar ska ha
lagsta mojliga grad. (3 p)
Polynomen du beriknade i a) utgor ett styckvis polynom g(z) som interpolerar f.

(b) Ar g en spline? Varfor/varfor inte? (1p)

(c¢) Berikna en approximation till f04 f(z)dz genom att anvinda Simpsons formel pa tva
delintervall. (2 p) Uppgiven: Simpsons regel pa ett intervall med trunkeringsfel:

b . . (1)
[ @ "t @ ar (U504 o) - D - 0

(d) Forklara varfor approximationen du berédknade i c¢) &r lika med fgl g(x)dz. (2 p)
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(4 p)

En ddmpad harmonisk oscillators rorelse z(t) uppfyller differentialekvationen

d?z k c dx

— =z
d¢? m m dt

(a) Skriv differentialekvationen som en forste ordens differentialekvation

dy
—_— = f
% (y)

dér y och f(y) kan vara vektorer. (2 p)

(b) Sétt % =1, = = 2 och 16s differentialekvationen i (a) numerisk med tva steg framat

Euler. Anvéind begynnelsesvirdena

z(0) =2,
() =1

och stegléngd h = % (2 p)
Om du inte har 16st (a), anvind i stéllet foljande differentialekvationssystem.

dyi _
a — Y2

d
&=ty
Y1 (0) =2,
yQ(O) = —1.
(6 p)
Vi betraktar ett optimeringsproblem
min 2% — 2z + 2zy + 297
[z,y] T €R?
(a) Beriikna steepest descent-riktningen i xg = [0,0]". (1 p)
(b) En annan sokrikting dannar en vinkel o med steepest descent-riktningen. For vilka
« &r sokriktningen en descentriktning? (2 p)

(c) Anta att du anvénder steepest descent-sokriktning, och att du loser linjesoknings-
problemet exakt. Vad ar vinkeln mellan tva pa varandra foljande sokriktninger?

(3 p)



