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Foljande rad av matriser beskriver en delvis Gauss-elimination av matrisen

11 1
A=13 2 4
41 2
11 1 1 1 11 1
3 9 4| B3B8 g 1 q| B2 g 1 g
41 2 4 1 2 0 -3 -2

(Notationen Rs — 3R; innebér att 3 ganger rad 1 dras fran rad 2.)

(a) Slutfor Gausseliminationen utan pivotering. (1 p)
(b) Anvénd Gausseliminationen till att bestdmma en LU-faktorisering av A. (2 p)

(c) Los ekvationssystemet
1
Ax = |3
9

utan att Gausseliminera pa nytt. (3 p)

(d) Vad é&r fordelen med att beridkna och lagra LU-faktoriseringen till en matris? (2 p)

(a) Forklara vad som menas med ett underrum av ett linjart rum W. (1 p).

(b) Lat F: U — W vara en linjir avbildning fran det linjira rummet U till det linjéra
rummet W. Visa att virderummet till F,

V(F)={we W s.a. w= F(u) for nagot u iU},

ar ett underrum av W. (2 p)
(c) Rangen till en matris A kan definieras pa flera ekvivalenta sétt. Skriv ner ett sétt. (1
p)

(d) Anta att A € R™ ¥ har rang r, och att B € R¥*™ har rang s. Vad kan du siga om
rangen till C' = AB 7 (4 p)

3. (6 p)
(a) Lat V vara ett reellt linjért rum med skaldrprodukt (-,-). Vad krévs for att en bas
{e1,...,e,} for V ska vara en ON-bas? (1 p)

(b) Vi betraktar det linjira rummet Py, dvs. rummet av polynom av grad 2 eller mindre,
och skaldrproduktet

1
)= [ patar,
-1
(Mérk integralgrénserna.) Bestdm en ortogonalbas fér P, genom att utféra Gram-—
Schmidts algoritm pa standardbasen {1,t,¢%}. (3 p)

(c) Beskriv hur du kan utnyttja ortogonalbasen berdknat i (b) for att bestdmma p € P
sa att

1 1
/ (p(t) — sin(rt))2dt < / (q(t) — sin(rt))2dt for alla g € Py.
-1 -1

(Du behover inte beridkna p). (2 p)



MATEMATISKA VETENSKAPER TMAG671 2016
Chalmers tekniska hégskola 2016—-05—30 kl 14:00-18:00

4. Hiar kommer 5 par av pastaende, i par (P1) och (P2). Uppgiften bestar i f6ljande: Anta
att pastaende (P1) &r sant och avgdér om pastaende (P2) maste vara sant, kan vara sant
eller inte kan vara sant. Ange motivering till dina svar.

(a) (P1) For en matris A € R™*" giller att (A2 +2A4 — 3I) = 0.
(P2) 3 ir ett egenvirde till A. (2 p)

(b) (P1) V é&r ett dndligdimensionellt, reellt linjart rum med skaldrprodukt (-,-,) och
F:V — V ar en linjar transformation. I en bas e fér V' &r matrisen till F' symmetrisk.
(P2) (F(u),v) = (u, F(v)) for alla vektorer u,v € V. (2 p)

(c) (P1) Matrisen A € R™"™ &r symmetrisk.

(P2) Det finns en ortonormerad (i standardskaldrproduktet) bas for R™ bestaende
av egenvektorer till A. (2 p)

(d) (P1) De symmetriska matriserna A, B och C' i R™*™ ir sa att AB = BA och AC =
CA.
(P2) BC =CB. (2 p)

(e) (P1) Matrisen A € R™*™ ar symmetrisk, och u och v dr tva linjart oberoende egen-
vektorer till A.
(P2) u och v dr ortogonala. (2 p)

5. I den hér uppgiften betraktar vi numerisk l6sning av ekvationen f(z) = 2cos(x) —e* = 0.

(a) Vis att ekvationen har exakt en enkelrot z* pa intervallet [0, §]. Du kan anvinda det
numeriska viirdet e2 =~ 4.8105. (2 p)

(b) Skriv upp formeln fér Newtons metod for ekvationen f(z) = 0, och utfor ett steg fran
initialvirdet o = 0. (2 p)

(c) Det giller att [f'(x)| > 1 for alla 2 i intervallet [0, §]. Ange ett interval 2* maste vara
i, baserad pa det numeriska virdet f(0.5) ~ 0.1064. (2 p)

nge ett stoppkriterium vi kan anvénda i Newtons metod for att vara sikra pa a
d) A tt stoppkriteri ik dnda i Newt tod for att ak A at
felen |z — 2*| < Tol for en given felgréns Tol > 0. (2 p)

(e) Newtons metod tillimpad pa ekvationen implementeras i ett flyttalsystem med ma-
skintal p = 27°3 &2 1.1102 - 10716, Beskriva ett problem som kan uppsta om vi sétter
Tol = 10716, (2 p)
6. Vi ska berikna en approximation for [ = fil f(x)dz, dér f(x) = e~ med trapetsformeln.
Trapetsregeln pa ett intervall med fel ar:

b—a b
5 <f(a)+f(b)):/a flx)da +

Trapetsformeln ér:

f(€)
12

(b—a)?, for nagot £ € (a,b).

(o)
2

dér x; = a+ih och h = (b—a)/n.

+ f($1) 4+ ...+ f(l‘n_l) + f

T(h):h[

(a) Visa att |f”(£)| < 2 pa det aktuella intervallet. (2 p)
(b) Hérled felgrénsen

1
()~ 1] < 5h?

for trapetsmetoden anvindt pa det aktuella integralet. (3 p)
(c) Berékna en approximation for I baserad pa funktionsvirderna i —1,0 och 1, och ge
en uppskattning av felet fér approximationen. (2 p)

(d) Hur manga delintervall n behovs for att felgrénsen i (b) skal bli mindre #n eller lika
110787 (1 p)
3

(10 p)

(10 p)

(8 p)
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7. En matematisk pendels rorelse uppfyller differentialekvationen

d20(t)
dt2

— —sin(0(1)),

dér (t) dr vinkeln mellan pendeln och nedat vertikalriktning.

(a) Skriv differentialekvationen som en forste ordens differentialekvation

PO _ ey

dér y och f(y) kan vara vektorer. (2 p)

(b) Los differentialekvationen i (a) numerisk med tva steg framat Euler. Anvind begyn-

nelsesviardena

och steglingd h = 1—10. (2 p)

/_/H
B =
S
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N—
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Om du inte har 16st (a), 16s i stéillet foljande begynnelsesvirdeproblem:

8. Vi betraktar ett optimeringsproblem

Wilt) — 4o (t),
M= =20,
yl(o) = %7

y2(0) =0

mn -r°+ -y t+ry+y—x

(z,y)€R? 2

2

(a) Vis att sp = (—1,1)T #r en descentriktning i 2o = (0,0). (1 p)

(b) Bestdm x1 genom att exakt lsa linjesdkningsproblemet med startpunkt zy och sok-

riktning sg. (3 p)

(c) Vad hinder om du loser optimeringsproblemet med Newtons metod for flerdimensio-

nell optimering? (2 p)

(4 p)

(6 p)



