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Foljande rad av matriser beskriver en delvis Gauss-elimination av matrisen

1 0 1
A= 2 -1 2
2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 1 of B2l g g o B2 (o 1 0
2 1 2 2 1 2 0 1 4

(Notationen Rs — 2R; innebér att 3 ganger rad 1 dras fran rad 2.)

(a)
(b)
()

Slutfor Gausseliminationen utan pivotering. (1p)
Anvéand Gausseliminationen till att bestimma en LU-faktorisering av A. (2 p)
Los ekvationssystemet
1
Ax = |0
0
utan att Gausseliminera pa nytt. (3 p)

Beskriva hur du kan anviénda den kompakta QR-faktorisering av en m x n matris B,
dir m > n, for att 16sa minstakvadratproblemet (2 p)

min || Bx — b|s.
xeR”™

Forklara vad som menas med att en uppstéllning vektorer {uy,...,u,} i et linjért
rum U é&r linjart oberoende. (2 p)

Lat T: U — W vara en linjar transformation, och anta att {T(uy),...,7T(u,)} &ar
linjért oberoende vektorer i W. Visa att &ven {uy,...,u,} ir linjart oberoende. (3 p)

Lat T vara som i (b), och anta att {vi,...,v,} dr linjirt oberoende vektorer i U.
Kan du med sékerhet séiga att {T'(v1),...,T(v,)} &r linjirt oberoende? Varfor/varfor
inte? (3 p)

(8 p)

(8 p)
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(8 p)
I den hir uppgiften betraktar vi C[0,1], det vill siga rummet av reella kontinuerliga
funktioner pa [0, 1], med skaldrprodukt
1
(19) = [ f@lgoyia,

0
Ortogonalprojektionen av en funktion f pa et underrum U &r en funktion Pf sa att f—Pf
ar i Us ortogonala komplement.

(a) Visa att (Pf,g) = (f,g) for alla g € U. (2 p)
Anta att U dr dndligdimensionell, och 1at {g1,...,g,} vara en bas for U. Da kan Pf € U
skrivas Pf(x) = y191(x) + - - - + Yngn(x).

(b) Hirled foljande linjéara ekvationssystem for koefficienterna y, . . ., yn. (2 p)

n
> {950y = (£:9:)
j=1
(c) Visa att ekvationssystemet alltid har en 19sning. (4 p)
(d) Beriikna ortogonalprojektionen av funktionen f(z) = sin(7x) pa underrummet av
forsta grads polynom, P, = {ajz + ap dér ag, a1 € R} C CI0, 1] (2 p)
Det uppges att
! 2
/ sin(mzx)dz = —
0 m
! 1
/ rsin(rz)dr = —
0 e
(10 p)

Hiar kommer 5 par av pastaende, i par (P1) och (P2). Uppgiften bestar i féljande: Anta
att pastaende (P1) &r sant och avgdér om pastaende (P2) maste vara sant, kan vara sant
eller inte kan vara sant. Ange motivering till dina svar.

(a) (P1) For en matris A € R™*", giller det att (A —3I)(A—1)=0.

(P2) 1 eller 3, eller bada, &r egenvirde(n) till A . (2 p)
(b) (P1) Matrisen A € R™*™ &r diagonaliserbar.

(P2) A har en invers. (2 p)
(c) (P1) Vektorerna {vi,va,...vy11} 1 R" dr alla egenvektorer till samma matris A €

RTLXTL.

(P2) {v1,va,...,vp41} tillhor olika egenvirder. (2 p)
(d) (P1) Matrisen A € R™*"™ &r symmetrisk.

(P2) A kan skrivas pa formen (2 p)

n
_ R
A= g )\jv]vj.
i=1

(e) (P1) A=1—-2vv' e R,
(P2) A har tva egenvirden: 1 och —1. (2 p)



I den hér uppgiften betraktar vi numerisk 16sning av det endimensionella optimeringspro-
blemet

min f(2)
dir f(z) =22 +¢®

(a) Visa att funktionen har exakt ett lokalt minimum z*, och at det fins i intervallet

[—1,0]. (2 p)
(b) Skriv upp iterationsformeln f6r Newtons metod tillimpad pa optimeringsproblemet,
och utfor ett steg fran startvirdet z¢ = 0. (2 p)

(c) Bestdam en uppskattning av felet fér 1 du beriiknade i (b), baserad pa det numeriska
virdet e™ =~ 0.7165 och f”(x) > 2 for alla x. (2 p)

(d) T et flyttalssystem med avrundingsenhet p konvergerar Newtons metod till ett re-
presenterbart tal x, sa att f’(x,) beridknat i flyttal blir exakt lika 0. Bestdm en
uppskattning av skillnaden |z, — z*|. (2 p)

6. Vi betraktar en funktion
r+a22, <0

r—ax°, x>0

(a) Estimera f’(0) vid att anvénda centraldifferens och steglingd h = 0.1 och h = 0.01.

(1p)
(b) Beriikna en formel f6r approximationen du far for f/(0) nir du anvénder centraldif-
ferens och godtycklig steglingd h > 0. (2 p)
(c) Jamstéll med det exakta virdet f'(0) = 1. Vad ér trunkeringsfelet for centraldiffe-
rensen i det hér fallet? (2 p)

(d) T boken star det att centraldifferens for f’(x) har trunkeringsfel pa formen byh? +
boh* + -+ .. Varfor giller det inte i det hir fallet? (3 p)

7. I den hér uppgiften studerar vi kvadraturformler for integration

1 n
/0 f@)dz =" wif(w;) + Ry
i—1

(a) Lat kvadraturpunkterna x; vara givna. Vi onskar att bestimma vikter w; sa att
kvadraturformeln ) ;" | w; f(x;). dr exakt for polynomer upp till ordning n—1. Hérled
ett system av linjédra ekvationer for vikterna w;. (3 p)

(b) Matrisen for systemet av ekvationer du berdknade i (a) &r oftast illa konditionerad.
Forklara vilken konsekvens det har for numerisk berédknade vikter w;. (1 p)

(8 p)

(8 p)

(4 p)
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Vi betraktar ett system av ekvationer i flera variabler

£(x) <$% + :):%_—l 1> _ <8>
1Ty — §

(a) Beridkna Jacobianen till f. (2 p)

b) Sitt xg = §, och utfér ett steg med Newtons metod for system av ekvationer. (3 p
0

lp

(c¢) For vilka startvirder &r Newtons metod inte definierad?

(6 p)



