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1. (8 p)

Följande rad av matriser beskriver en delvis Gauss-elimination av matrisen

A =

 1 0 1
2 −1 2
−2 1 2

 .

 1 1 1
2 −1 2
−2 1 2

 R2−2R1−−−−−→

 1 1 1
0 −1 0
−2 1 2

 R3+2R1−−−−−→

1 1 1
0 −1 0
0 1 4


(Notationen R2 − 2R1 innebär att 3 g̊anger rad 1 dras fr̊an rad 2.)

(a) Slutför Gausseliminationen utan pivotering. (1 p)

(b) Använd Gausseliminationen till att bestämma en LU-faktorisering av A. (2 p)

(c) Lös ekvationssystemet

Ax =

1
0
0


utan att Gausseliminera p̊a nytt. (3 p)

(d) Beskriva hur du kan använda den kompakta QR-faktorisering av en m×n matris B,
där m ≥ n, för att lösa minstakvadratproblemet (2 p)

min
x∈Rn

‖Bx− b‖2.

2. (8 p)

(a) Förklara vad som menas med att en uppställning vektorer {u1, . . . ,un} i et linjärt
rum U är linjärt oberoende. (2 p)

(b) L̊at T : U → W vara en linjär transformation, och anta att {T (u1), . . . , T (un)} är
linjärt oberoende vektorer i W . Visa att även {u1, . . . ,un} är linjärt oberoende. (3 p)

(c) L̊at T vara som i (b), och anta att {v1, . . . ,vn} är linjärt oberoende vektorer i U .
Kan du med säkerhet säga att {T (v1), . . . , T (vn)} är linjärt oberoende? Varför/varför
inte? (3 p)
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3. (8 p)

I den här uppgiften betraktar vi C[0, 1], det vill säga rummet av reella kontinuerliga
funktioner p̊a [0, 1], med skalärprodukt

〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx.

Ortogonalprojektionen av en funktion f p̊a et underrum U är en funktion Pf s̊a att f−Pf
är i Us ortogonala komplement.

(a) Visa att 〈Pf, g〉 = 〈f, g〉 för alla g ∈ U . (2 p)

Anta att U är ändligdimensionell, och l̊at {g1, . . . , gn} vara en bas för U . D̊a kan Pf ∈ U
skrivas Pf(x) = y1g1(x) + · · ·+ yngn(x).

(b) Härled följande linjära ekvationssystem för koefficienterna y1, . . . , yn. (2 p)

n∑
j=1

〈gi, gj〉yj = 〈f, gi〉

(c) Visa att ekvationssystemet alltid har en lösning. (4 p)

(d) Beräkna ortogonalprojektionen av funktionen f(x) = sin (πx) p̊a underrummet av
första grads polynom, P1 = {α1x+ α0 där α0, α1 ∈ R} ⊂ C[0, 1] (2 p)

Det uppges att ∫ 1

0
sin(πx)dx =

2

π∫ 1

0
x sin(πx)dx =

1

π

4. (10 p)

Här kommer 5 par av p̊ast̊aende, i par (P1) och (P2). Uppgiften best̊ar i följande: Anta
att p̊ast̊aende (P1) är sant och avgör om p̊ast̊aende (P2) m̊aste vara sant, kan vara sant
eller inte kan vara sant. Ange motivering till dina svar.

(a) (P1) För en matris A ∈ Rn×n, gäller det att (A− 3I)(A− I) = 0.
(P2) 1 eller 3, eller b̊ada, är egenvärde(n) till A . (2 p)

(b) (P1) Matrisen A ∈ Rn×n är diagonaliserbar.
(P2) A har en invers. (2 p)

(c) (P1) Vektorerna {v1,v2, . . .vn+1} i Rn är alla egenvektorer till samma matris A ∈
Rn×n.
(P2) {v1,v2, . . . ,vn+1} tillhör olika egenvärder. (2 p)

(d) (P1) Matrisen A ∈ Rn×n är symmetrisk.
(P2) A kan skrivas p̊a formen (2 p)

A =
n∑

i=1

λjvjv
>
j .

(e) (P1) A = I − 2vv> ∈ R5×5.
(P2) A har tv̊a egenvärden: 1 och −1. (2 p)



5. (8 p)

I den här uppgiften betraktar vi numerisk lösning av det endimensionella optimeringspro-
blemet

min
x
f(x)

där f(x) = x2 + ex

(a) Visa att funktionen har exakt ett lokalt minimum x∗, och at det fins i intervallet
[−1, 0]. (2 p)

(b) Skriv upp iterationsformeln för Newtons metod tillämpad p̊a optimeringsproblemet,
och utför ett steg fr̊an startvärdet x0 = 0. (2 p)

(c) Bestäm en uppskattning av felet för x1 du beräknade i (b), baserad p̊a det numeriska
värdet ex1 ≈ 0.7165 och f ′′(x) > 2 för alla x. (2 p)

(d) I et flyttalssystem med avrundingsenhet µ konvergerar Newtons metod till ett re-
presenterbart tal xn s̊a att f ′(xn) beräknat i flyttal blir exakt lika 0. Bestäm en
uppskattning av skillnaden |xn − x∗|. (2 p)

6. (8 p)Vi betraktar en funktion

f(x) =

{
x+ x2, x < 0

x− x2, x ≥ 0

(a) Estimera f ′(0) vid att använda centraldifferens och steglängd h = 0.1 och h = 0.01.
(1 p)

(b) Beräkna en formel för approximationen du f̊ar för f ′(0) när du använder centraldif-
ferens och godtycklig steglängd h > 0. (2 p)

(c) Jämställ med det exakta värdet f ′(0) = 1. Vad är trunkeringsfelet för centraldiffe-
rensen i det här fallet? (2 p)

(d) I boken st̊ar det att centraldifferens för f ′(x) har trunkeringsfel p̊a formen b1h
2 +

b2h
4 + · · · . Varför gäller det inte i det här fallet? (3 p)

7. (4 p)I den här uppgiften studerar vi kvadraturformler för integration∫ 1

0
f(x)dx =

n∑
i=1

wif(xi) +RT

(a) L̊at kvadraturpunkterna xi vara givna. Vi önskar att bestämma vikter wi s̊a att
kvadraturformeln

∑n
i=1wif(xi). är exakt för polynomer upp till ordning n−1. Härled

ett system av linjära ekvationer för vikterna wi. (3 p)

(b) Matrisen för systemet av ekvationer du beräknade i (a) är oftast illa konditionerad.
Förklara vilken konsekvens det har för numerisk beräknade vikter wi. (1 p)
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8. (6 p)

Vi betraktar ett system av ekvationer i flera variabler

f(x)

(
x21 + x22 − 1
x1x2 − 1

4

)
=

(
0
0

)
(a) Beräkna Jacobianen till f . (2 p)

(b) Sätt x0 = 1
0 , och utför ett steg med Newtons metod för system av ekvationer. (3 p)

(c) För vilka startvärder är Newtons metod inte definierad? (1 p)


