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1.

Foljande rad av matriser beskriver en delvis Gauss-elimination av matrisen

1 0 1
A=|2 -1 2
2 1 2
1 0 1 1 0 1 1 0 1
9 1 o B2l o 1 of BBy (o —1 0
2 1 2 2 1 2 0 1 4

(Notationen Rs — 2R; innebér att 3 ganger rad 1 dras fran rad 2.)

(a) Slutfor Gausseliminationen utan pivotering.

Lo6sning:
1 0 1 1 0 1
0 —1 of &l —1 0
0 1 4 0 0 4

(b) Anvénd Gausseliminationen till att bestdmma en LU-faktorisering av A.

Losning: Liser fran Gausseliminationen

1 0 0
L= 2 10
-2-11
1 0 1
U=10 -1 0
0 0 4
(c) Los ekvationssystemet
1
Ax = |0
0
utan att Gausseliminera pa nytt.
Loésning:
1
L(Ux)= |0
0
ger

Ux=(1 -2 0)

och dérefter
x=(1 2 0

(1p)

(2 p)

(3 p)

(d) Beskriva hur du kan anvinda den kompakta QR-faktorisering av en m x n matris B,

dér m > n, for att 16sa minstakvadratproblemet

min ||[Bx — b||a.
x€R™

Lo6sning: MK-problemet genom vid att 16sa ekvationen
B'Bx=B'b
Da B = QR kan vi dven skriva
R'Q'QRx=R'Rx=R'Q'b.
Har R rang lika n, kan vi forenkla

Rx=Q"b.

(2 p)

(8 p)



(a) Forklara vad som menas med att en uppstéllning vektorer {uj,...,u,} i et linjart
rum U ér linjart oberoende. (2 p)

L&sning: Uppstéllningen &r linjért oberoende om

n
Z Aiu; = 0= \; = 0for alla 4
i=1

(b) Lat T: U — W vara en linjir transformation, och anta att {T'(u1),...,T(uy,)} &r
linjért oberoende vektorer i W. Visa att &ven {ui,...,u,} ar linjart oberoende. (3 p)

Losning: Antar vi har en linjirkombination av vektorerna som ér lika noll

0= Z )\iui
i=1
Har da ocksa
0=T(0)=T (Z /\iui> => AT (w)
i=1 i=1

Da {T(u1),...,T(uy)} dr linjirt oberoende vet vi nu att lambda; = 0 for alla i.

(c) Lat T vara som i (b), och anta att {vi,...,v,} &r linjirt oberoende vektorer i U.
Kan du med sikerhet séga att {T'(v1),...,T(vy,)} dr linjirt oberoende? Varfor /varfor
inte? (3 p)
Losning: Nej, det kan vi inte. Da kan till exempel vara sa att nagon v; ligger i
nollrummet till T'.

I den hir uppgiften betraktar vi C[0,1], det vill siga rummet av reella kontinuerliga
funktioner pa [0, 1], med skaldrprodukt

1
<f79>:/0 f(z)g(z)dz.

Ortogonalprojektionen av en funktion f pa et underrum U &r en funktion Pf sa att f— P f
ar i Us ortogonala komplement.

(a) Visa att (Pf,g) = (f,g) for alla g € U. (2 p)

Losning: Da g dri U och f — Pf &r i Us ortogonala komplement har vi
Anta att U &r dndligdimensionell, och lat {g1,...,gn} vara en bas fér U. Da kan Pf € U
skrivas Pf(x) = y1g1(x) + - - + yngn(x).

(b) Hirled foljande linjéra ekvationssystem for koefficienterna 1, . . ., Yn. (2 p)

n

> gis 950y = (f.9)

J=1

Lésning: Da g; € U, skall vi ha att (g;, Pf) = (g;, f) for alla i. Sétter inn Pf =
>_j—1Y;9; och far

(96 wigi) = Y vil9,95) = {90, f)
j=1 j=1

(8 p)

(8 p)



()

Visa att ekvationssystemet alltid har en l6sning. (4 p)

Losning: Matrisen till ekvationssystemet er A;; =)g;, gj(. Har matrisen full rang,
har ekvationssystemet 16sning. Kan vi visa att Ay = 0 innebér att y = 0, vet vi att
matrisen har full rang. Skriver y = [y1,...,%,]' och antar att

n

[Ay]i = {gi.95)y5 = (96 > vjg5) =0
=1

J=1

for alla 3.

Da {g1,...,gn} dr en bas for U, har vi att (g,>"_, y;9;) = 0 for alla g € U. Vektoren
Z;‘:l y;g; dr da i bada i U, da den &r en linjér kombination av vektorer i U, och i Us
ortogonala komplement. Det innebér att Z?zl yj9; = 0. Da {g1,...,9n} ar en bas,
ar de ocksa linjért oberoende, och vi kan sluta att y; = 0 for alla j.

Berikna ortogonalprojektionen av funktionen f(z) = sin(7z) pa underrummet av
forsta grads polynom, P = {ayx + ag dir ag, a1 € R} C C]0,1] (2 p)

Det uppges att
1
/ sin(rz)dr =
0

1
/ xsin(rz)dr =
0

A= 3N

Lésning: Anvinder basen go(z) = 1, g1(x) = , och utformar ekvationssystemet fran

(b).

—_

1 * 1d3§' prn
1-xdx =
- xdx

1 - sin(7z)dz =

=y
=
<)
=
Il
8
Il
= A0 Wi~ o

x - sin(mz)dx =

= <<go,go> <907>gl> _ (
<91390> <gla>gl
_ <g1,f>} _ H
b=l =1
Att bestamma Pf innebér att 16sa ekvationssystemet
1\ o] _ [2
(G 91

Losningen ar ag = %, a; = 0, som innebér att

Sa

OO =
\—/

= =

= =

Pf(z)==-14+0-2=

2 2
T s

Héar kommer 5 par av pastaende, i par (P1) och (P2). Uppgiften bestar i foljande: Anta

att

pastaende (P1) &r sant och avgdr om pastaende (P2) maste vara sant, kan vara sant

eller inte kan vara sant. Ange motivering till dina svar.

(10 p)



(a) (P1) For en matris A € R™*", giller det att (A —3I)(A—1)=0.
(P2) 1 eller 3, eller bada, &r egenvirde(n) till A . (2 p)
Losning: Maste vara sant. Vi har att

(A—31)(A-I)v=0

for alla nollskilda vektorer v Antigen dr (A—1I)v = 0, det vill siiga att v dr egenvektor
med tillhérande egenviirde 1, eller sa dr (A — I)v nollskild och en egenvektor med
tillhorande egenvirde 3.

(b) (P1) Matrisen A € R™*™ &r diagonaliserbar.
(P2) A har en invers. (2 p)
Losning: Kan vara sant. A = VDV ™! fér nagon inverterbar matris V och dia-
gonalmatris D. Om alla elementer pa Ds diagonal er nollskilda, har D invers och
A=l = VD 'V~1 annars dr A inte inverterbar.

(c) (P1) Vektorerna {vi,va,...v,11} 1 R™ dr alla egenvektorer till samma matris A €
RTLXTL'
(P2) {v1,va,...,Vpyi1} tillhor olika egenvérder. (2 p)
Lo6sning: Kan inte vara sant. En n X n-matris har hogst n olika egenvérder.

(d) (P1) Matrisen A € R™"™ &r symmetrisk.
(P2) A kan skrivas pa formen (2 p)

n
A= E /\Z‘VZ'VZ-T.
i=1

Losning: Maste vara sant. Foljer av diagonalsatsen.

(e) (P1) A=1—2vv' € R55,
(P2) A har tva egenvirden: 1 och —1. (2 p)
Losning: Kan vara sant. Om u star ortogonalt pa v, sa ar

Au=(I-2vw)u=u—-2u-0=w.

Det vill séiga att 1 &ir egenviirde till A med tillhérande egenrum v+ = {u s att u'v =
0} Ar u= \v, sa ar

Au=(T—-2vwwHu=u—-Av-v'v=(1-2v'v)u

Det vill siiga att 1 —2v v dr egenviirde till A med tillhérande egenrum span(v). (P1)
Ar sant om v &r normerad, annars inte.

I den héar uppgiften betraktar vi numerisk 16sning av det endimensionella optimeringspro-
blemet

min £ (2)
dir f(z) = 2% +¢°

(a) Visa att funktionen har exakt ett lokalt minimum z*, och at det fins i intervallet
[—1,0]. (2 p)
Loésning:

f(z) =22+

"

Fl@) =2+

Da f"(x) > 0 for alla z, har funktionen maximalt ett stationiirt punkt dir f(x) = 0,
och det dr ett minimum. Vi har ocksa att

!

f(-1)=-—2+elt<-2+1<0
f)y=1>0

f' har déirmed minst ett nollpunkt i intervallet [—1, 0]



(b)

Skriv upp iterationsformeln for Newtons metod tillimpad pa optimeringsproblemet,
och utfor ett steg fran startvirdet z¢ = 0. (2 p)
Losning: I optimeringsproblem 1éser vi f (x) = 0, det vill séiga att Newtons metod
har iterationsformeln

f/(a:k) 2z + €%k
x =z — < =rp— ———
k+1 k 7 (xn) k 2 1 eon
Med zg = 0, far vi
0 1 1
Tr1 = —_—_- = ——
! 3 3
Bestam en uppskattning av felet fér 1 du beriiknade i (b), baserad pa det numeriska
viirdet e & 0.7165 och f(z) > 2 for alla . (2 p)

1"

Losning: Taylor’s formel ger att f (z1) — f (%) = f (z1) — 0 = f"(€)(x1 — x*) for
nagon & mellan x och x*. Det innebér att

_ |f (z1)] _ 2/340.7165

~ 0.6916
2 2

o1 = 2| = | (@)1 (©)]
I et flyttalssystem med avrundingsenhet p konvergerar Newtons metod till ett re-
presenterbart tal x, sa att f’(x,) beridknat i flyttal blir exakt lika 0. Bestdm en
uppskattning av skillnaden |z, — x*|. (2 p)
Losning: Att fI1(f (zn)) = fI(2z,+€*") = 0, innebir att —fl(e*r) = f1(2x,) = 2z,.
(Ar x,, representerbart, #r dven 2z, det.) Det vill séiga att 2z, + e® < u|2z,| < 24,
da for z, € [-1,0] géller |z, | < 1.

6. Vi betraktar en funktion

(a)
(b)

r—z°, x>0

fz) = {x+xz, z <0

Estimera f/(0) vid att anvinda centraldifferens och steglingd h = 0.1 och h = 0.01.
(1p)

Beriikna en formel f6r approximationen du far for f/(0) nir du anvénder centraldif-
ferens och godtycklig steglangd h > 0. (2 p)
Losning: Centraldifferens dr approximationen

/ f(h) — f(=h) _ h—h? — (—=h+ (=h)?) _ 2h — 2h? _

F )~ 2h 2h 2h L—=h

Losning for (a) fas genom att sidtta h = 0.1, h = 0.01

Jamstill med det exakta virdet f/(0) = 1. Vad ér trunkeringsfelet for centraldiffe-
rensen i det hér fallet? (2 p)
Losning: Trunkeringsfelet dr (exakt virde)-(approximerad virde)
=1-(1-h)=h

I boken star det att centraldifferens for f/(z) har trunkeringsfel pa formen bih? +
boh* + - --. Varfor giller det inte i det hér fallet? (3 p)

Losning: Trunkeringsfel for centraldifferens hirledas genom att anvénda Taylors for-
mel och skriva

Pl h) = f(@) + J@h+ 3 @+ 5 fO O + -
1 1

fla=h) = f@) = f@)h+ S f (@h? = S fOOR + -

Den har tillaimpningen av Taylors formel kraver att f har derivata av alla ordningar
i z. For den aktuella funktionen, &dr f endast en gang deriverbar i z = 0.

(8 p)



7. T den hir uppgiften studerar vi kvadraturformler for integration (4 p)

(a)

1 n
/0 fe)dz =" wif(w;) + Ry
i=1

Lat kvadraturpunkterna x; vara givna. Vi Onskar att bestimma vikter w; s att
kvadraturformeln Y ;" | w; f(x;). dr exakt for polynomer upp till ordning n— 1. Hiirled
ett system av linjira ekvationer for vikterna w;. (3 p)

Lo6sning: For j =0,1,...,n — 1 ska vi ha att
Q') = I(x

szx —/ 2 dx

; 1
St =
i=1 I+

Matrisen for systemet av ekvationer du berdknade i (a) ér oftast illa konditionerad.
Forklara vilken konsekvens det har for numerisk berédknade vikter w;. (1 p)
Losning: Det innebér att felen i de numerisk beriknade vikterna vill vara stor
i ft')rhéllande till avrundningsfelet i matriselementen z] och felet i elementen till

hogersidan ?

(6 p)

Vi betraktar ett system av ekvationer i flera variabler

(a)

(b)

()

2 4 .2
i +r3—1\ (0
(A7)
Berdkna Jacobianen till f. (2 p)
Lo6sning:
J— <2x1 2x2>
X9 I

Sétt xo = §, och utfor ett steg med Newtons metod for system av ekvationer. (3 p)

Lo6sning: Ekvationen
Js1 = —f(x0)

(%)
S1 = 1] -
4
(1)
X1=x=0+s1={1
4

For vilka startviarder &r Newtons metod inte definierad? (1 p)

har 16sning

Sa

Losning: Newtons metod &r inte definierad nér J ar singuldr. Det vill sdga nér
det J = 227 — 222 = 0.



