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Maximalt antal poéng &r 60, och betygsgrianserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.
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(a) Bestim for vilka b € R? ekvationen Ax = b har 16sning. (2 p)

1. Lat A vara matrisen

(b) Lat nu A vara en godtycklig reell n x m-matris, och anta att ekvationen
Ax=Db

har 16sning for alla b € R™.
Visa att ekvationen A'y = 0 endast har den triviella 16sningen y = 0 (4 p)

(c) Matrisen fran (b) har kompakt singulirviirdesdekomposition A = UXV . Vad ir
dimensionerna till U, ¥ och V7 (2 p)

2. Vi betraktar en funktion F': P, — P, dér
F(p)(t) = (¢ — Dp/(t) + p(2)
for alla t. (F'(p)(t) ar polynomen F'(p), evaluerad i t.)
(a) Visa att F' dr en linjir avbildning. (3 p)

I P, anvénder vi standardbasen {q1, ¢2, s}, dir

(b) Berékna matrisen fér F' i standardbasen. (3 p)
(c) Bestam alla par (A, p), ddr A € R och p € P, som uppfyller (4 p)
F(p) = Ap
3. I den hir uppgiften kan du anvinda att
o
/ t"etdt=n! Forn=0,1,2,...
0
(a) Visa att
oo
)= [ w0t
0

ar ett skaldrprodukt pa rummet av polynom P. (4 p)
(b) Beriikna en ortonormerad (i skaldrproduktet fran a) bas for rummet av polynom av

grad hogst ettP;. (3 p)
(c) Berikna det forstagradspolynom p som minimerar (3 p)

/Oo(p(t) —t%)2etdt.
0

(8 p)

(10 p)

(10 p)
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4. Antag att A dr en symmetrisk reell n x n matris s att A2 = A.

(a)
(b)

()

Visa att A inte kan ha andra egenvérden &n 0 och 1. (3 p)
Lat r = rank A > 0. Visa att det finns en n X r-matris ) sa att () har ortonormala
kolumner och (3 p)
A=QQ".
Visa att avbildningen
F(x) = Ax
ar en ortogonal projektion pa ett underrum U C R™. (4 p)

5. En CPU i en dator raknar flyttalsoperationer med addition, subtraktion och multiplikation

1

pa samma sétt som vi riknar pa papper. (Fast i binéra tal.) Fér divisionen 5 anvénder
nagra CPUer Newtons metod tillimpad pa ekvationen % —d=0.

(a)
(b)

()

Skriv upp iterationsformeln fér Newtons metod tillimpad pa ekvationen % —d=0.
Ditt svar ska inte innehalla division. (3 p)

Visa att for det relative felet
0xy Tp—X

T* T*
géller (3 p)
0Tp41 0Tn 2
T* - T*

Newtons metod maste kombineras med nagot startvirde x(, och antal interationer
som behovs beror pa hur néra startvirdet dr den faktiska losningen och hur stor
precision som onskas i slutresultatet.

Vi onskar att é ska berdknas med relativt fel mindra #n 1076 till belopp i fyra
iterationer. Hur noggrann maste startapproximationen xy vara? (2 p)

6. I QR-algoritmen beriknas egenvirden till en matris Ag genom att successivt berdkna

QnR, = A, (full QR~faktorisering)
An-i-l = RnQn

forn=20,1,2,...

(a)
(b)

()

Visa att A, har samma egenvirden som Ay. (3 p)

Det upplysas att om metoden konvergerar, sa vill ),, — I. Forklara hur du kan
estimera Ag’s egenvérden fran A,. (3 p)

Antag att Ag dr reell, men har komplexa egenvirden. Forklara varfor QR-algoritmen
inte kan konvergera i det hér fallet. (2 p)

(10 p)

(8 p)

(8 p)
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. Enligt en modell utvecklar populationerna av harar (z) och révar (y) pa en 6 sig enligt en
differentialekvation:

d
d—sz:cfxy
dy 1

= Zopy—
a — 2"V

Dér x och y representerar antal tusen individer. (Den héir modellen kallas Lotka—Volterra
modellen).

(a) Lat startpopulationerna vara xz(0) = 1 och y(0) = 4 och anvind ett steg med Euler
framat for att berdkna en approximasjon av x(0.25),y(0.25). (3 p)

(b) Euler framéat fungerar tyvirr inte sérskild bra pa den hir ekvationen. Forklara vilket
problem som kan uppsta om vi anvinder Euler framat med for lang stegliangd. (Hint:
Nar &r modellen meningsfull?). (3 p)

(6 p)



