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1. Vi betraktar funktionen F: P, — R? (dir P, #r rummet av polynom av grad hogst 2)
given av

(a) Visa att F' dr en linjdr avbildning. (3 p)
I P, anvinder vi basen {q1, q2,q3}, dér
qi(t) =1, a(t) =t, gs(t) = t*,

och i R? anvinder vi standardbasen.
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=

(b) Beriikna matrisen fér F' i de uppgivna baserna. (
(¢) Bestdm nollrummet till F; N(F') C Ps. (

[\]
z

Funktionen G: P, — R? ir given av

(d) Bestidm en bas for P, si att matrisen fér G i den basen och standardbasen for R? dr
nedat triangulér. (2 p)
Hint: Ténk interpolationspolynom.

2. Lat

(a) Los minsta kvadrat-problemet (3 p)

min ||[Ax — b||.
x€R?

Lat B vara en n X m-matris med dir n > m och anta att B = QR, dér Q 4r en n X m-
matris med ortonormala kolumner, och R en uppat triangulér m X m-matris utan nollor
pa diagonalen. Lat vidare c € R"™.

(b) Visa att de tva ekvationssystemen
B'Bx = B'e,
Rx=Q'c

er ekvivalenta (har samma 16sning). (4 p)

(c) Visa att den gemensamma losningen till de tva ekvationssystemen dr 16sning till
minsta kvadrat-problemet (3 p)

min [|[Bx —c||.
xeR™

(10 p)

(10 p)
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. Ar
(X,y) = z1y1 — T2¥2

ett skalirprodukt pa R2? Varfor/varfor inte?

. Lat
4 3
4= [3 —4] '
(a) Bestdm As egenviirden och egenvektorer. (2 p)
(b) Los begynnelsesvirdeproblemet (3 p)

. Lat A vara en reell n x n matris. Anta A har endast ett egenvirde A och at det finns n
linjart oberoende egenvektorer tillh6rande detta egenvérdet.

(a) Visa att A = AI. (3 p)
LAt B vara en symmetrisk reell n x n matris sa att B> = 2B.

(b) Visa att antingen #r B = 21, annars sa dr B singulér (ej inverterbar). (3 p)
. Kvadraturformeln Simpsons regel pa intervallet [—1, 1] definieras genom att sétta

1
Q) = /_ po(z) da

1

dér po ar andragradspolynomet som interpolerar f i punkterna —1,0 och 1.

(a) Hérled Simpsons regel pa intervallet [—1, 1] pa formen (3 p)
Q(f) = wif(=1) + w2 f(0) + ws f(1).

(b) Visa att Simpsons regel ger korrekt svar for alla polynom av grad hogst 3, men inte
for polynom av grad 4. (2 p)

Anta att Q(f) = >, wif(z;) &r en kvadraturformel pa intervallet [—1, 1] som bygger pa
polynominterpolation pa delintervall.

(c) Visa att Y ;" | w; = 2. (2 p)

(d) Anta att f endast kan beriiknas med absoluttfel |6 f(z)| = |f(z) — f(z)] < A, och att
w; > 0 for alla i.

Visa att for det fortplantade felet Q(f) = Q(f) — Q(f) giller (2 p)

0Q(f)] < 2A.

(4 p)

(5 p)

(6 p)

(9 p)
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7. Vi léser ekvationen f(r) =sinz + 2 — § = 0 med Newtons metod.

(a) Visa att ekvationen har exakt en reell l6sning 2*, och att den finns i intervallet (0, 7).

(2 p)

(b) Sétt upp iterationsformeln for Newtons metod tillimpad pa ekvationen, och utfor ett
steg fran initialvirdet xg = 0. (2 p)

(c) Visa att for z; € (0, 5) géller felgrdnsen (2 p)

lzp— = 2| < | f(xp)].

8. Vi studerar ett system av differentialekvationer

(Differentialekvationerna beskriver till exempel en harmonisk oscillator.)

(a) Skriv upp iterationsformlerna for Eulers framatmetod och Eulers bakatmetod tillimpad
pa systemet. (3 p)

(b) Utfor ett steg med Eulers bakatmetod dir du anvénder steglingd h = % och initi-
alviarderna (2 p)

9. Vi studerar ett optimeringsproblem

min f(x),

dar 1
X)=-x Ax—-b'x
f( ) 2 )

och A &r positiv definitt n x n-matris, och b € R".

(a) Beskriv alla descentriktninger i ett punkt x. (2 p)

(b) Hérled formeln f6r optimal 16sning av linjesokingsproblemet min, f(zx + ask), (3 p)

 Vif(xx) sy

o =
=
sy, Asy,

(6 p)

(5 p)

(5 p)



