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TMA 671 Linjiar Algebra och Numerisk Analys

Tentan bestar av 7 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng #r 60, och betygsgrinserna dr 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5. Upp till 10
bonuspoéng fran bonusuppgifter far tillgodordknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Poidngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlasliga 16sningar.

Tentan rattas och bedoms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.
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a) Bestdm rangen av A.

b) SVD-faktorisering av matrisen A kan skrivas pa formen
A=UxVT. (1)
Bestdam matrisen ¥ och beskriv viktiga egenskaper hos U och V (matriserna U och V

behover inte bestdmmas).

c) Lat A; beteckna den trunkerade SVD-approximationen av A med rang 1. Berdkna
A = Aslfa.

d) Lat b € R* och betrakta det &verbestimta ekvationssystemet
Ax =b.

Beskriv Moorse-Penroses pseudoinvers till A, som vi betecknar AT, och demonstrera att
x 1 := ATb #ir en minstakvadratlsning till problemet ovan.

2. Lat A vara en n x n-matris som uppfyller matrisekvationen 242 + A = 31.
a) Visa att A &r inverterbar.
b) Beskriv midngden av mojliga egenvirden till A.
c) Antag att ||A|l2 = 3/2. Skatta konditionstalet till A i 2-normen, dvs k2(A).

d) Lat x, & € R"™ beteckna losningarna till respektive ekvationer
Ax=b och Aﬁc:i),

déir b,b € R” med ||b]ls = 1 och ||b — b||s = 0.1. Beskriv hur konditionstalet xo(A) kan
anvéndas till att uppat begrinsa relativfelet
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3. a) Bevisa foljande resultat: For en godtycklig matris A € R™*™ giller att (4p)

N(AT) =v(A)*.

b) Bestdm en ortonormerad bas for V(A)* dar (4p)
11
1 2
A= 4 6
3 3
4. a) Visa att om f € C3[0,1], s& giller foljande (2p)
—(4/3)f(0) + (3/2)f(h) — (1/6) f(3h
(4/3)£(0) + ( /})Lf( ) — (1/6) f( ):f’(0)+(9(h2)
b) Lat f € C3[0,1] vara en funktion som gar genom foljande punkter (5p)

z | 1/4 [1/2]1
flx)[1/16[1/a 1]

och som uppfyller
(3) -9
max )| = 2.
max [£9)(o)
Approximera f’(1/2) sa noggrant som mdjligt med en finita differensapproximation och
skatta approximationsfelet.

5. a) Definiera begreppet underrum. (1p)

b) Ge ett exempel pa underrum Vi, Vo av R? sadana att V4 U V3 inte dr ett underrum. (2p)

c) Lat (4p)
I
z1
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Ui = Tol|| x1,29,23 ER och Ug—{a:eR [0 1 —1 O}x—()}.
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Beskriv méingden och dimensionen till Uy 4+ Us. Ar Uy + U, en direkt summa? (Som alltid,
motivera svaret.)
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6. Lat f(x) = (14 22)"1/2
a) Approximera integralen
1= / fla

med trapetsformeln med steglingd h = 1/2. (Det ricker att skriva svaret som approxima-
tionsmetodens summa.)

b) Lat T(n~!) beteckna trapetsformelns approximation av integralen I med steglingd
h =1/n dir n € N. Bestam ett 7 € N sadant att

IT(n™ ') — 1] <1071 for alla naturliga tal n > 7.

Det uppges att foljande likhet haller for alla n > 1:

b A "
() 1= oo 7(E)
dar &, € [0,1].
c¢) Visa att
T(nYY<I VvneN.
d) Visa att

T
I < 4/—.
/i

7. a) Los foljande ordinira differentialekvation med diagonaliseringsmetoden:

1(t) = —21(t) + 22(t)
xh(t) = 1 (t) — 222(t) + 23(t) t>0,
5(t) = wa(t) — w3(t)

med begynnelsevillkoren x;(0) = 2, 22(0) = —1 och x3(0) = 1.
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b) Anvind Euler bakatmetoden med steglingd h = 1 till att numerisk 16sa differentia-
lekvationen ovan en iteration framdover.
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