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1. (9 p)Vi studerar ett ekvationssystem Ax = b där A ∈ Rn×n är inverterbar.

(a) Beskriva LU-faktoriseringen (med eller utan pivotering) av A, och förklara hur du
kan använda den till att lösa ekvationssystemet Ax = b. (4 p)

(b) L̊at b̂ = b+ δb vara en approximation till b och x̂ = x+ δx lösningen till ekvationen
Ax̂ = b̂. Härled felgränsen (3 p)

‖δx‖
‖x‖

≤ ‖A‖
∥∥A−1∥∥ ‖δb‖

‖b‖
,

där ‖·‖ betecknar n̊agon vektornorm och tillhörande matrisnorm.

(c) L̊at A = UΣV > vara singulärvärdesfaktoriseringen av A. Hur kan du beräkna As
konditionstal i 2-normen, κ2(A) = ‖A‖2

∥∥A−1∥∥
2

fr̊an U,Σ och V ? (2 p)

2. (9 p)Antag att A ∈ Rn×k och B ∈ Rk×m uppfyllar att AB = 0n×m. L̊at r = Rank(A) och
s = Rank(B) och

(a) Visa att V (B) ⊆ N(A). (3 p)

(b) Ange dimensionen till rummet N(A) ∩ V (B)⊥ ⊂ Rk. (2 p)
(Ortogonalt komplement tas med avseende p̊a standardskalärproduktet.)

(c) Antag att du har en rutin null som tar in en matris C och returnerar en matris D,
vars kolonner är en bas för N(C). Förklara hur du kan använda null till att beräkna
en bas för N(A) ∩ V (B)⊥. (4 p)

3. (6 p)L̊at U ⊂ R3 vara rummet uppspänd av vektorernav1 =

 1
−1

0

 , v2 =

 1
0
−1

 .

(a) Bestämma en bas för U⊥. (3 p)
(Ortogonalt komplement tas med avseende p̊a standardskalärproduktet.)

(b) L̊at b =

2
1
1

. Beräkna den vektor w ∈ U som minimerar avst̊andet till b. (3 p)

4. (6 p)

(a) Visa att (3 p)

〈f, g〉 =

∫ 1

−1
f ′(t)g′(t)dt+ f(0)g(0)

är et skalärprodukt p̊a funktionsrummet C1[−1, 1], (kontinuerligt deriverbara funk-
tioner)

(b) Bestäm en ortogonalbas, (med avseende p̊a skalärproduktet i (a)) för P3 = rummet
av polygoner av grad högst 3. (3 p)

5. (10 p)

(a) Bestäm egenvärder och egenvektorer till matrisen (3 p)

A =

[
1 2
4 −1

]



(b) Lös begynnelsesvärdesproblemet (3 p)y′(t) = Ay(t)

y(0) =
[
1 −2

]>
(c) Lös även det störda begynnelsesvärdesproblemet (2 p)z′(t) = Az(t)

z(0) =
[
1 + ε −2

]>
Där ε 6= 0. Vad är limt→∞ ‖z(t)− y(t)‖ ?

(d) Är begynnelsesvärdesproblemet i (a) stabilt? Varför / varför inte? (2 p)

6. (8 p)Vi använder centraldifferens för att approximera andraderivata av en funktion f : R→ R.

f ′′(x) ≈ f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2

(a) Visa att om f är C4 och |f (4)(y)| ≤ M4 för alla y ∈ [x − 1, x + 1], gäller följande
felgräns för trunkeringsfelet RT (3 p)

|RT | =
∣∣∣∣f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
− f ′′(x)

∣∣∣∣ ≤ M4h
2

24

för h < 1.

(b) Antag vi inte beräknar f exakt, men använder en approximation f̂ med absolut
felgräns

|f̂(y)− f(y)| ≤ µ

för alla y ∈ [x− 1, x+ 1]. Visa följande felgräns för det medförde felet i centraldiffe-
rensen (3 p)

|Rf | ≤
4µ

h2

för h < 1.

(c) Beräkna den h som minimerar summan av de tv̊a felgränserna. (2 p)

7. (7 p)Vi betraktar en enstegsmetod för lösning av autonoma ordinära differentialekvationer.

zk = yk +
h

3
f(zk)

yk+1 = yk −
h

2
f(yk) +

3h

2
f(zk)

(a) Använd metoden p̊a testproblemet{
y′(t) = λy(t),

y(0) = 1,

och ta fram metodens stabilitetsfunktion (tillväxtfaktor) R(hλ) (2 p)

(b) Definera en metods stabilitetsomr̊ade ut fr̊an stabilitetsfunktionen R(z). (1 p)

(c) Visa att metoden tillämpad p̊a testproblemet har lokalt trunkeringsfel p̊a formen (2 p)

Lk+1 = c1h
4yk + . . .

Vi tillämpar även metoden p̊a den ordinära differentialekvationen{
y′(t) = y(t)2

y(0) = y0



(d) Vis, genom att Taylorutveckla y(t0 + h), z0 och y1 som funktioner av h, att metoden
tillämpad p̊a den här ekvationen har lokalt trunkeringsfel p̊a formen (2 p)

L1 = c2h
3y40 + . . .

Hint : Lösa inte ekvationen för z0, men ta derivata av ekvationen

z0 = y1 +
h

3
z20

med avseende p̊a h.

8. (5 p)I den här uppgiften studerar vi ett tv̊adimensionellt optimeringsproblem.

min
x∈R2

f(x)

där

f(x) =
1

2
x22 − x1 +

1

4
x21(x1 + x2)

2

(a) Beräkna ∇f(x). (2 p)

(b) Gör tv̊a iterationssteg med steepest descent med startpunkt x0 =
[
0 0

]>
, och exakt

lösning av linjesökningsproblemet. (3 p)


