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1. Vi studerar ett ekvationssystem Ax = b dir A € R™*" &r inverterbar.

(a) Beskriva LU-faktoriseringen (med eller utan pivotering) av A, och forklara hur du

kan anvédnda den till att 16sa ekvationssystemet Ax = b. (4 p)
(b) Lat b = b+ 6b vara en approximation till b och % = x + dx 16sningen till ekvationen
A% = b. Hirled felgrinsen (3 p)
llox 1) lobl
< [lAfFjjA~
Il 471 oy bl
dar ||-|| betecknar nagon vektornorm och tillhérande matrisnorm.

(c) Lat A = ULV vara singulirvirdesfaktoriseringen av A. Hur kan du berikna As
konditionstal i 2-normen, xo(A) = || 4|, HA‘1H2 fran U, ¥ och V? (2 p)

2. Antag att A € R"™* och B € R**™ uppfyllar att AB = Opxpm. Lat 7 = Rank(A) och
s = Rank(B) och
(a) Visa att V(B) C N(A).

(b) Ange dimensionen till rummet N(A) NV (B)+ C R~. (2 p)
(Ortogonalt komplement tas med avseende pa standardskaldrproduktet.)

(c) Antag att du har en rutin null som tar in en matris C' och returnerar en matris D,
vars kolonner &r en bas fér N(C'). Forklara hur du kan anvénda null till att berdkna
en bas for N(A) NV (B)*. (4 p)

3. Lat U C R? vara rummet uppspénd av vektorerna

1 1
V] = -1 y Vo = 0
0 -1
(a) Bestdmma en bas for U*. (3 p)
(Ortogonalt komplement tas med avseende pa standardskaldrproduktet.)
2
(b) Lat b = |1]|. Berdkna den vektor w € U som minimerar avstandet till b. (3 p)
1
4.
(a) Visa att (3 p)
/ f'(t)g' (H)dt + £(0)g(0)
ir et skalirprodukt pa funktionsrummet C*[—1,1], (kontinuerligt deriverbara funk-
tioner)
(b) Bestdm en ortogonalbas, (med avseende pa skaldrproduktet i (a)) fér P3 = rummet
av polygoner av grad hogst 3. (3 p)
5.
(a) Bestdm egenvérder och egenvektorer till matrisen (3 p)

=

(9 p)

(9 p)

(6 p)

(6 p)

(10 p)



(b) Lo6s begynnelsesvérdesproblemet (3 p)

(¢) Los édven det storda begynnelsesvirdesproblemet (2 p)
7' (t) = Az(t)

z(0) = [1 +e —2]T

Dir e # 0. Vad &r limy_,o0 [|2(¢) — y(¢)]| 7
(d) Ar begynnelsesvirdesproblemet i (a) stabilt? Varfor / varfor inte? (2 p)

6. Vi anvédnder centraldifferens for att approximera andraderivata av en funktion f: R — R.
fl@+h)—2f(x) + flx—h)
h2

(a) Visa att om f &r C* och |[f*(y)] < My for alla y € [z — 1,z + 1], giller foljande
felgrins for trunkeringsfelet Rp (3 p)

+h)—2 + f(z—h " Myh?
,RT‘:f(x ) J;l(;?) [l )—f(:c)g 244

f'(x) ~

for h < 1.

(b) Antag vi inte berdknar f exakt, men anvénder en approximation f med absolut
felgrans

() = Fw)] < m
for alla y € [z — 1,z + 1]. Visa foljande felgrins for det medférde felet i centraldiffe-

rensen (3 p)
Ap
1Byl < o5
for h < 1.
(c) Berékna den h som minimerar summan av de tva felgrinserna. (2 p)

7. Vi betraktar en enstegsmetod for 16sning av autonoma ordinéra differentialekvationer.

h
25 =Yk + gf(zk)

Ykl = Yk — gf(yk) + %f(zk)

(a) Anvénd metoden pa testproblemet

y(0) =1,
och ta fram metodens stabilitetsfunktion (tillvixtfaktor) R(hX) (2 p)
(b) Definera en metods stabilitetsomrade ut fran stabilitetsfunktionen R(z). (1p)

(c) Visa att metoden tillimpad pa testproblemet har lokalt trunkeringsfel pa formen (2 p)
Lk+1 = Clh4yk + ...

Vi tillimpar dven metoden pa den ordinéra differentialekvationen

{y’(t) = y(t)?
y(0) =wo

(8 p)

(7 p)



(d) Vis, genom att Taylorutveckla y(to+ h), zp och y; som funktioner av h, att metoden
tillampad pa den hér ekvationen har lokalt trunkeringsfel pa formen (2 p)

L1 = Cthyé + ...

Hint: Losa inte ekvationen for zy, men ta derivata av ekvationen

h o
20 =Yy + 370
med avseende pa h.
8. I den hir uppgiften studerar vi ett tvadimensionellt optimeringsproblem. (5 p)
min f(x)
dar ) .
fx) = 5933 — @1+ Zx%(xl +12)°
(a) Berékna V f(x). (2 p)

(b) Gor tva iterationssteg med steepest descent med startpunkt xg = [O 0] T, och exakt
16sning av linjesokningsproblemet. (3 p)



