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1. Vi betraktar funktionen F: P, — R? (dir P, #r rummet av polynom av grad hogst 2)
given av

(a) Visa att F' dr en linjir avbildning. (3 p)
Losning: Vi ma visa att for alla polynomer p och ¢ i Py, och alla reella tal «, 5 géller

F(ap + Bq) = aF(p) + BF(q)

I det aktuella tillfallet har vi

(ap + 5@)(1)} _ {ap(l) + ﬁq(l)]
(ap+B9)(2)]  [ap(2) + Bq(2)

o]0 oo

F(ap + Bq) = [

) q(2)
I P, anvinder vi basen {q1, 2,3}, dér
a)=1 @)=t  @l)==t
och i R? anviinder vi standardbasen.

(b) Beriikna matrisen fér F' i de uppgivna baserna. (3 p)
Losning: Vi evaluerar F': Py, — R? i basvektorerna for P;.

Fa)= |y Fa =] Fa= |

Matrisen for F' blir

A= [F(q1) F(QZ) F(‘]S)] = |} ; }1:|

(c) Bestdm nollrummet till F', N(F') C Px. (2 p)
Losning: Hir kan man radredusera A, men vi kan ocksa observera att nollrummet

till F' bestar av de polynom av grad 2 som har p(1) = p(2) = 0, det vill séiga polynom
med faktor (t —2)(t — 1)

NF)={p: pit)=a(t—2)(t—1),a € R}

(10 p)



Funktionen G: P, — R? #r given av

(d)

2. Lat

Bestém en bas fér P; sa att matrisen fér G i den basen och standardbasen for R3 &r
nedat triangulér. (2 p)
Hint: Ténk interpolationspolynom.

Losning: Det finns odndligt manga losningar. Det som behdvs dr 3 polynom i Ps,

{f1, f2, f3} sa att

e f1, fa, f3 &r linjért oberoende (annars ingen bas).

e Matrisen till G,
f1(0) f2(0)  f3(0)
Si(1) f2(1) fs(1)]
f[1(2) f2(2) f3(2)

ar nedat triangular.

Det andra kravet medfor att
fg(O) = fg(l) =0 => fg(t) = at(t — 1),

diar o € R, och att
f2(0) =0 = fat) =tp(t),

ddr p &r ett polynom av grad hogst 1. Vi kan t.ex. séitta a = 1 och p(t) = 1, sa
fa(t) =t, f3(t) = t(t — 1). Nu har alla polynomen i rummet uppspénd av fo och f3
konstant lika 0, sa for att fa en bas, maste f; ha konstant olika noll. For enkelhetens
skuld, sdtter vi f; = 1.

Lo6s minsta kvadrat-problemet (3 p)

min ||[Ax — b||.
x€R?

Lo6sning: Normalekvationerna ar

ATAx=ATb

b 2=
<4

med 16sning

Lat B vara en n X m-matris med dir n > m och anta att B = QR, dir ) & en n X m-
matris med ortonormala kolumner, och R en uppat triangulédr m x m-matris utan nollor
pa diagonalen. Lat vidare ¢ € R"™.

(b)

Visa att de tva ekvationssystemen

B'"Bx = B'c,
Rx=Q'c

(10 p)



er ekvivalenta (har samma 16sning). (4 p)

Lésning: Da B = QR, har vi BT = RTQ" och da Q har ortonormala kolumner,
giller det att QTQ = I.

B'B=(RTQ"Q'R=R"(Q"QIR=R'R
Vi har darfor
B'Bx=B'¢ ©“R"Rx=R'Q'c

R #r inverterbar, da det #r en nedat triangulir matris utan nollor pa diagonalen, sa
vi har dven

R'Rx=R'Q"ce Rx=Q'c.

(c¢) Visa att den gemensamma losningen till de tva ekvationssystemen #r l6sning till
minsta kvadrat-problemet (3 p)

min [|Bx —c||.
xcR™

Losning: Vi visar att minsta kvadrat-problemet 16sas av normalekvationerna.

Lat P vara matrisen till den ortogonala projektionen pa rummet uppspiand av Bs
kolumner = V(B) C R". P ir definierad vid att Py € V(B) och y — Py € V(B)*.
Fran Pythagoras har vi att

lyll* = I1PylI* +Ily — Pyl

Specifikt géller det for vektorn y = Bx — c.
For godtycklig x € R™, giiller PBx = Bx, da Bx € V(B), sa vi har att

Py = PBx — Pc = Bx — Pc
och
y—Py=Pc—-c
For normen har vi nu
IBx —c||* = ||Bx — Pe|® + [|Pc — c|*

Andra ledet kan vi inte paverka genom att &ndra x, men forsta kan vi gora lika noll
genom att l6sa ekvationen
Bx = Pc.

Ekvationen har en l6sning da Pc € V(B).
Den faktiska ekvationen for x, far vi genom att anvinda att

Pc—c=Bx—ceV(B! =NB") e B (Bx—B'c)=0

3. Ar
(X,y) = m1y1 — T2Y2
ett skaldrprodukt pa R?? Varfor/varfor inte?

Losning: Uttrycket dr bada symmetrisk i x,y och linjirt i vart av argumenten, men det

ar inte ett skaldrprodukt, da

<X7X> = .'13% —.’E%

kan vara negativt.

4. Lat

(4 p)

(5 p)



(a) Bestdm As egenvérden och egenvektorer. (2 p)

Lo6sning:
det A — M\ = \? — 25
med 16sning A1 = 5, Ay = —5. Egenvektorerna fas genom att 16sa
-1 3 0

(A — 5I)V1 = |: 3 _9:| V] = |:0:|

och
9 3 0

som ger

anefl wes[

dar « och 8 ar godtyckliga reella tal olika 0.
(b) Los begynnelsesvirdeproblemet (3 p)

Ldsning: Ekvationen 16sas genom att anvénda en bas av egenvektorer for A. Vi sétter

=[]

Om y(t) = z1(t)vi + 22(2)ve, blir differentialekvationen

y'(t) = Ay(t)
2 vy + 25(t)vo = 21 (1) Avy + 229(t) Avs
=52 (t)Vl — 522(t)V2

Det vill sédga att
21(t) =521(t) = z1(t) = e21(0)

() = =bza(t) =  z(t) = e 2(0)

For att bestdmma 21(0) och 22(0) l6ser vi ekvationen
2O+ 20w = 3 L = y0) = )
PR =2U%2 =1 23] [ 22(0) 2|

med 16sning 21 (0) = 3, 22(0) = —3. Vi far att

1 1
y(t) = z1(t)vi + 22(2)va = —eStv; — e Py

2 2
B % o5t _ % o5t
- %6515 + %e—5t
5. Lat A vara en reell n x n matris. Anta A har endast ett egenvirde A\ och at det finns n

linjért oberoende egenvektorer tillhérande detta egenvérdet.

(a) Visa att A = AI. (3 p)
Losning: n linjiart oberoende vektorer i R” utgdr en bas for R”, sa egenrummet
tillhorande A dr hela R™. Dérfor &r Av = Av for alla v € R™.

Lat B vara en symmetrisk reell n x n matris sa att B> = 2B.



(b) Visa att antingen dr B = 2I, annars sa #r B singulir (ej inverterbar). (3 p)

Losning: Da B dr symmetrisk, vet vi att det finns n linjirt oberoende egenvektorer
till B (spektralsatsen). Om A #r egenviirde till B med tillhérande egenvektor v, har
vi att B?v = A%2v = 2Bv = 2)\v. Det #r endast mojligt om A = 0 eller A = 2.

Om X\ = 2 det enda egenvirdet till B, 4r de n linjirt oberoende egenvektorerna till
B alla tillhtrande A\ = 2. Fran (a) vet vi da att B = 2I. Om A\ = 2 inte &r det enda
egenvirdet till B, maste A = 0 vara egenvérde till B, och matrisen &r dérfor singulér.

6. Kvadraturformeln Simpsons regel pa intervallet [—1, 1] definieras genom att sétta

o= [

1

dér po ar andragradspolynomet som interpolerar f i punkterna —1,0 och 1.

(a) Hérled Simpsons regel pa intervallet [—1, 1] pa formen (3 p)

Q(f) = wif(=1) + w2 f(0) + w3 f(1).
Losning: Om vi skriver py pa formen
p2(x) =1 + cox + czz(z — 1)
och loser for koefficienterna, far vi

x(x—1)

pa(z) = f(0) + 2(f(1) = £(0) + —

Vi har da

(f(=1) =2f(0) + f(1))

1 4 1
= S+ 5 7(0) + 3 /0)
Visa att Simpsons regel ger korrekt svar for alla polynom av grad hogst 3, men inte
for polynom av grad 4. (2 p)
Lésning: Det ricker att visa det pa intervallet [—1,1]. Om vi har ett annat intervall,
kan vi gora ett linjért byte av variabel for att fa intervallet [—1,1]. Fran definitionen
ar det klart att Simpsons regel ger korrekt svar for alla polynom av grad hogst 2.
Da bada integration och Simpsons regel &ér linjédra operationer riacker det att se pa
polynomen z3 och 2.

Satter inn i formeln 6ver och far
1 4 1
3 3 3 3
Q =—(=-1)°+-=0"+-=1°=0.

Da ocksa

ger regeln korrekt svar.
Men

som inte ar lika med

! 2
I(x4):/ x4dx:g

Anta att Q(f) = D1, wif(z;) &r en kvadraturformel pa intervallet [—1, 1] som bygger pa
polynominterpolation pa delintervall.

(9 p)



(c) Visa att Y ;" w; = 2. (2 p)

Loésning: Kvadraturformeln ger exakt svar for funktionen f(x) = 1.

(d) Anta att f endast kan beriknas med absoluttfel |5 f] = |f — f| < A. Visa att for det

fortplantade felet 6Q(f) = Q(f) — Q(f) géller (2 p)

0Q(f)| < 2A.

L&sning: Vi har att
Q) = Q) =Y wilf(wi) = fwi) = D wibf(ws)
i=1 i=1

och att

Zwidf(:ri) < szmf(l'z)’ < sz"sf(%)’
i=1 i=1 i=1

7. Vi lser ekvationen f(r) =sinz +2 — § = 0 med Newtons metod.

(a)

Visa att ekvationen har exakt en reell l6sning z*, och att den finns i intervallet (0, g)

(2 p)
Losning: Funktionen f(z) dr kontinuerlig och vi har f(0) = —%, f(5) = 1. Det
innebér att ekvationen har minst en 16sning pa intervallet (0, 7). Vi har ocksa att
f'(x) =cosz+12>1for allax € (0, F), sa ekvationen kan inte ha mer &n en 16sning.
Antligen har vi att f'(z) > 0 for alla € R, som innebér att det inte kan existera

nagon losning utanfor intervallet.

Sétt upp iterationsformeln for Newtons metod tillimpad pa ekvationen, och utfor ett

steg fran initialvirdet xo = 0. (2 p)
L6sning:
flxg) sinz +x — 5
Tyl = Ty — =rp— —=
ol F [ (xg) F cosx + 1
T .
=0—- —2 ==
= 2 14
Visa att for z, € (0, 5) géller felgréinsen (2 p)

|z, — 2| < | f(z)]-

Losning: Vi har fran tidigare att f'(x) > 1 for allaz € (0, §). Fran medelvirdessatsen
har vi att

Fan) = ) + Fan =) =04 FOa—a7) & (on - = L
for nagon & mellan xj, och *. Da § € (0, 5) har vi f'(§) > 1, och det foljer att
o — ) < LI )

8. Vi studerar ett system av differentialekvationer

{ya>:va»

V() = —y(b).

(Differentialekvationerna beskriver till exempel en harmonisk oscillator.)

(6 p)

(5 p)



(a) Skriv upp iterationsformlerna for Eulers framatmetod och Eulers bakatmetod tillimpad
pa systemet. (3 p)
Losning: Eulers framatmetod:

Yk+1 = Y + hog
Vg1 = Vg — hyg
Eulers framatmetod:
Yk+1 = Yk + Ao
Vg1 = Uk — NYk41

(b) Utfor ett steg med Eulers bakatmetod dér du anvinder steglingd h = 3 och initi-
alvirderna (2 p)

Losning: Eulers bakatmetod ar

Y1 = Yo + hvy
v1 = vo — hyi,

Genom att sétta in for h = %, yo = y(0) = 1, och vy = v(0) = 0, och flytta 6ver, far
vi ekvationssystemet

1
y1—§v1:1

1
v1+§y1=0

Losningen &r
4 2

=gus g

9. Vi studerar ett optimeringsproblem

min f(x),

dér .
f(x) = §XTAX —b'x,
och A &r positiv definitt n x n-matris, och b € R".

(a) Beskriv alla descentriktningar i ett punkt x. (2 p)
L&sning: Descentriktningarna ér de riktningar dér funktionen avtar. Det vill séiga

alla riktningar s sa att
Vix)Ts<0

For den aktuella funktionen har vi pa koefficentform
1 n n n
IO 3) SETEHD o
i=1 j=1 i=1

och
of 1< 1
_— == Aipx; + = Apizi — b
D 2; ikT +2; kjZj — Ok

“ 1
=> o (A + Agi)zi — by
i=1

= i Apiti — b
=1



(I sista likheten har vi anvént att A dr symmetrisk.) Pa vektorform har vi da
Vf(x)=Ax — Db,

och descentriktingerna i ett punkt x &r alla vektorer s sa att
s (Ax —b) <0

Hérled formeln for optimal 16sning av linjesokingsproblemet min,, f(xy + azk), (3 p)

V() s

af =
sZAsk

Lésning: (Anvénder fet skrift for vektorer i 16sningen.) Nér linjesokingsproblemet
l6sas optimal ska vi ha att

0
afaf(xk + ask) = Vf(Xk + OéSk)TSk =0

Fran (a) vet vi att Vf(x) = Ax — b, det innebéar att
V(x4 ask) = Vf(xk) + aAsg.
Ekvationen for « &dr dérfor
(Vf(xz) + adsy) ' sp = 0.

Loser vi ut for o far vi -
_ Vi(xk) sk

o =
sZAsk



