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Reellt linjart rum (V, @, ®; R)

(1) For alla u,v € V finns ett entydigt bestamt element v v € V.

(2) For alla u € V och a € R finns ett entydigt bestimt element a ® u € V.
Dessa tvad operationer, addition och multiplikation med tal (eller skaldr) ska uppfylla
foljande raknelagar:

(3) udv=vaduforalla u,v e V. (Kommutativ lag)

(4) (uov)ew=ud (v w) foralla u,v,w € V. (Associativ lag)

(5) Det finns ett element 0y € V (nollelementet) sa att 0y @ u = u @ 0y = u for alla
uevV.

(6) For varje u € V finns ett element —u € V (additiv invers) sa att
u®d(—u)=(—u)®u=0y.

(7) a©(BoOu)=(af)Ouférallaa, B €R, uec V. (Associativ lag)
(8) a(udv)=audaovforallaacR, u ve V. (Dist lag)
9) (a+B)ou=acuaBoufsrallaa 3R, ue V. (Dist. lag)
(10) 1ou=uforallaue V.
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Foljdsatser och ett exotiskt linjart rum

Fundamentala konsekvenser/foljdsatser av raknelagarna:
@ Nollelementet 0y € V &r entydigt. (Tips: Lagarna 3. och 5.)
@ 0O u=0y forallaue V. (Tips: 5. och 9.)
e a®0y =0y foralla @ € R. (Tips: 5. och 8. )
@ Varje element u € V har en entydig additiv invers —u. (Tips: 4., 5., och 6.)
o (—1)®u=—uforallaue V.(Tips: 5. och 10.)

Exotiskt linjart rum: Mangden V = (0,00) =: R4 och fér alla & € R och u,v € Ry,
udvi=uv a®u:=u.

Obs! Enligt ovan ar 0y =0®u=1och —u=(-1)Qu=u"1 Il
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Exempel linjara rum

Reella linjara rum med “vanlig” addition och multiplikationsoperationer:

@ Euklidiska vektorrummet R” dar
XOy=x+y=((x1+Y1,.--sXn+ ¥n)

och
a®x=ax=(axy,...,ax,).

e Maingden R™*" dar
AGB=A+4+B och a®GA=caA.
e Mangden CJ0, 1] déar

(Feg)(t)=f(t)+g(t) och (a®f)(t)=af(t) Vtelo,1]
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Underrum

@ Definition 1.2: Om (V,®, ®) ar ett linjart rum och M C V sidan att (M, ®, ®)
ocksé ar ett linj. rum, sa sags (M, ®, ®) vara ett underrum av (V,®,®).

o | fortsdttningen antar vi att operationerna @ och ® &r underférstadda och skriver
u + v och au for de respektive operationerna, och vi skriver 0 for nollelementet
Ov.

o Pa kortform sager vi att M &r underrum av V.

e Exempel: Punkten Span(0) = {0}. Linje/plan/hyperplan av dimension < n genom
origo ar underrum av R". P C C[0,1].

@ Sats 1.1: En icke-tom delmangd M C V &r ett underrum av V omm

u,veMocha,fER — au+ pBv e M.
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Linjara avbildningar

o Def 1.6: Lat U och V vara reella linj. rum. En avbildning F : U — V kallar linjar
om

Flau+ pv) = aF(u)+ BF(v) Va,BeR & Vu,veR.

o Implikationer
k k
FOO aiu) =Y aiF(u;) och F(0)=0 (V).
i=1 i=1
Exempel:

e F(x) = Ax dir A€ R™*" och x € R" &r linj. avb. fran R" till R™.
e U= C?[0,1] och V = CJ[0,1] och Laplaceoperatorn F(u)(t) = u"(t).
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Nollrum och varderum

@ Def 1.7 Lat F : U — V vara linj. avb. Nollrummet och virderummet till F ges av
N(F)={ue U] F(u)=0}
respektive
V(F)={veV]|v=F(u) fornigotuec U}={F(u)|ue U}

e Egenskaper: N(F) ar underrum av U och V(F) &r underrum av V.
o | specialfallet F(x) = Ax med A € R™*" skriver vi

N(F) = N(A) = {x € R" | Ax = 0},

V(F) = V(A) = {Ax | x € R"} = Span(a1, a2, . .., an)-
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Sats 1.4 - relation affina rum och I6sningsmangd

Sats 1.4 Om up, l6ser den linjdra ekvationen F(up) = v, sa ar losningsmangden till
ekvationen den affina mangden u, + N(F).

Bevis: u ar element i [6sningsmadngden omm

Fu) = F(up) =0 <= F(u—up) =0 < u—up e N(F)
< u € u,+ N(F).
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Span, linj. beroende

e Omuy,...,u, € Vsaar

n
Span(uy, ..., uy) == {Z aiuj | ag,...,a, € R}
i=1

ett underrum av V och om Span(uy, ..., u,) = V siger vi att vektorerna spanner
upp V.
e Vektorerna uy,...,u, € V ar linjart beroende om det finns (icke-trivial)

x € R"\ {0}, som l&ser ekvationen
xiu1 + ...+ Xqaup = 0.

Vektorerna ar linjart oberoende om ekvationen endast haller for x = 0.
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Dimension

e Bas: Om uy,...,u, € V ar linj. oberoende och spanner upp V/, kallas vektorerna
en bas for V. Viktig egenskap: varje u € V har en entydig representation i

koordinaterna till basen uy, ..., up.

e Dimension:
dim(V) = maximala antalet linj. oberoende vektorer i V.

Om det inte finns ett maximalt antal, s& ar dim(V) = o.

@ Lemma 1.2 Om uy,...,um € V &r linj. oberoende och Span(uy,...,un) # V, sa
finns det en vektor umy1 € V \ Span(u1,...,um) sd att u1, ..., Unm, Umt1 ar linj.
oberoende.

@ Slutsats: (Lemma 1.2 och sats 1.5) Varje andligdimensionellt linj. rum V med
dim(V) > 0 har minst en bas.

o (Sats 1.5-7): Alla baser for ett dndligdimensionellt linj. rum bestér av precis
n = dim(V) vektorer.
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Summarum och direkt summa

@ Om Vi och V5 ar underrum av V sd ar summarummet

V1—|—V2:{U1—|—U2|U1€V10Ch quVg}

ocksa underrum.

@ Om varje element u € V1 + V5 har en entydig uppdelning
u=u+u var up € ViochuweWw

sa kallas summarummet en direkt summa, och man skriver V| @& V.
Egenskaper:

e (Lemma 1.4) Vi + Vo = V1 @& Vo omm Vi NV, = {0}.
o (Sats 1.12 och 1.13) dim(Vy & V2 @ -+ @ Vi) = Y 1, dim(V)).
e tillimpning, MK-metoden: V(A) & V(A)*+ = V(A) @ N(AT).
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Dimensions och rangsatsen

@ (§1.14 Dimensionssatsen - matris) For A € R™*" giller att
dim(N(A)) + dim(V(A)) = n.

Beviside: dim(V/(A)) = #pivotkolonner, dim(N(A)) = #fria variabler (dvs
antalet icke-pivotkolonner).

@ (§3.1 Dimensionssatsen - linj. avb.) For F : U — V dér dim(U) = n < oo och V
andlig- eller odndligdimensionellt linj. rum, da ar

dim(N(F)) + dim(V(F)) = dim(U).
o Tillampning: Om du kdnner tvd av dimensionsvdrdena kan du berdkna sista vardet:
AeR™" och dim(V(A)) =k = dim(N(A)) =n— k.

Se ocksa LA Exempel 3.7.
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@ (§1.14 Rangsatsen) For godtycklig A € R™*" giller att
dim(V(A)) = dim(V(AT))

dvs kolonnrangen &r lika med radrangen till matrisen, det gemensamma vardet ar
definierad som matrisens rang

Rang (A) := dim(V(A)) (=dim(V(A))).

Egenskaper for m x n matrisen A:
@ Ax = b ar l6sbar Vb € R™ omm Rang(A) = m.
(Inte mojligt om m > n.)

@ Om n= m &r A inverterbar (och det(A) # 0) omm Rang (A) = n, dvs omm
matrisen har full rang.
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Koordinater och basbyte

@ Om & ={e1,...,en} ar bas for V sa kan varje u € V representeras entydigt i
basen
n
u= ZX,'G,'.
i=1
Har &r [u]le := (x1,...,%n) = x € R"” koordinatvektorn till v i basen &.

@ Motsvarigheten []¢ : V — R" dar [u]g := x &r bijektiv och linjar:

[ou + Bv]e = ax+ By och [ax—l—ﬁy]glzau—i—ﬁv.
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Koordinater och basbyte

o Koordinatbyte: Om & = {e], ..., e,} &r annan bas for V med x’ = [u]¢/. Relation
mellan koordinatvektorer:

n

n

x = [u]e = [g x;e,{] = g x/[eile = [e] € ... el]e X
‘ —_—
i=1

i=1
£ =:Tg _gr

e Koordinattransformation/basbyte fran &’ till £:

[ule = Tecerfuler  altermativt  x = Tx/

[ule = Ty o lule = Tereglule  alternativt  x' = T~ !x.
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Linjar Algebra kapitel 2
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Skalarprodukt

Lat V vara reellt linj. rum. Skaldrprodukten (-,-) : V x V — R &r en funktion med
foljande egenskaper. For alla u,v,w € V och a € R giller:
(i) <u7 V> - <V7 u),
(il) (au,v) = alu,v),
(iii) (u+v,w) = (u,w) + (v, w),
(iv) (u,u) >0 och (u,u) =0 endast for u = 0.
Exempel:
o (x,y)=xTy pad R".
o For varje symmetrisk och positivt definit A € R™" 4r (x,y)a := xT Ay en
skalarprodukt.
e Pa C[0,1]:

1
(Fr8)p = /0 F(D)a(t)e(t) dt

en skalarprodukt for varje ¢ € C[0,1] som uppfyller ¢ > 0 och ¢(t) = 0 endast
vid ett dndligt antal punkter (o = 1, p(t) = e~ ¢, (t) = sin®(4rt) ir exempel p3

sadana funktioner).
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Inducerad norm

Fran en given skaldrprodukt pa V induceras normen

lull := v/ {u, ).

En norm || - || : V — [0, 00) méste uppfylla foljande lagar for alla u,v € V och o € R:
(i) |lu|l = 0 och ||u|| = 0 endast om u =0
(i) flewll = [efllul

(i) |Ju+ v]] < ||lul| + ||v] (triangelolikheten).

Enkelt att visa att (i) och (ii) uppfylls av inducerad norm.
Triangelolikheten foljer (se §.2.2) fran Cauchy-Schwarz olikhet (§2.1):

[(u, v < lullllv]l Vu,veV

med likhet endast om u och v &r linj. beroende.
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Andra normer i R” och matrisnormer

@ P3 R" motsvarar normen inducerad fran standardskaldrprodukten

X2 =

n
Zx,? = +/x-x (2-normen).
i=1

@ Det finns manga andra normer pa R” som inte 4r inducerad fran nagon
skalarprodukt

e A

n
Ixlle =D xil, xlleo == max|xi|.
P i=1,2,...,n
@ Varje vektornorm inducerar en norm pd rummet R™*":

A
Al = sup 1A

A
’ HAH2 — sup H XHZ
xerm {0} IIx][1

xerm (o} lIxl2

o Viktiga egenskaper (giller for alla tre matrisnormerna ovan):
IAX[| < [[AlllIx[l,  och ATA=1 = [|Al2=1.
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Ortogonalitet, ON-bas

@ Om (u,v) =0 for u,v € V s ar vektorerna ortogonala.

@ En miangd normerade vektorer uy,...,u, € V kallas en ON-mangd om de ar
parvis ortogonala (u;, uj) = d;; och en ON-bas om vektorerna dven spanner upp
V.

o Ex {(1,-1)/v2,(1,1)/v/2} och {(1,0),(0,1)} &r tva olika ON-baser for R?.
Egenskaper §2.3:

@ En ON-mangd ey, ..., e, ar linj. oberoende. Bevis:

ZX,‘G;ZO — <Zx,—e,-,ek> = <0, ek> Vk <— xxk =0 Vk.

@ Om & ={e1,..., ey} dren ON-bas for V sa géller
u= (er,u)er + (e, uyeo + ... (en, u)ye, =: Projy (u).

mao [u]le = ({e1, u), (ex, u), ..., (en,u)) € R"
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Basbyte mellan ON-baser, ortogonala matriser

e Lat £ vara ON-basen fér V ovan. D3 bevarar motsvarigheten [u]e = x € R”
skalarprodukten. Bevis

v) = <Z Xieiazyjej Z xiy;j (€, eJ ZX:)/: =x-y=[ue-[v]le. (1)
i—1 =1

ij=1 5
o Lat &£’ vara en annan ON-bas for V. D3 har vi koordinatrelationen
x=[ue = Tecpluler = TX,  var Tecg =[e] ... e)le.
o Resultat: T = Tg._ g &r en ortogonalmatris, dvs T' T = /.

Bevis: Skriv T = [ty tp...t,]. D& &r T ortogonal omm t; - t; = §;;. och da
ti = [e/]¢ och motsvarigheten [-]¢ bevarar skalarprodukten, cf. (1), far vi,

ti- tj = (e,{, eJ’> = (S,J

@ Slutsats:
x=Tx ochx =T x=TTx.
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Gram-Schmidt ortogonaliseringsmetod (process)

Antag aj,...a, ar bas for V. GS-metoden bildar ON-Bas £ = {ey, ..., e,} genom
foljande operationer:

uy
= a, 4= o] )
uz
Up = ar — <e17 a2>el’ 2= ||U2|| (3)
(4)
- n—1 o Up
b= 2= S (e an)e = Tl )
j=1 ’

Konsekvens: Varje dndligdimensionellt linjart rum V' har en ON-bas.
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Kompakt QR-faktorisering

@ Lat £ vara ON-basen bildat med GS-metoden fran basen ai, ..., a, ovan dér vi nu
antar att aj,...a, € R”, och betrakta rang n matrisen A = [a;...a,] € R™*".
e D3 ay € Span(ey, ..., ek) galler
k
Ak = ProjSpan(el,,..,ek)(ak) = Z(ej’ ak>ej Vk.
j=1
-
ak=[er...en] [(er,a) (e2.ak) ... (ew,ax) 0 ... 0] k=1,2,...,n
Det ger
(er,a1) (er,a) ... (er,an)
(e2,3) ... (ex,a,)
A=lar...a5 =[e1... e )
—— : . g :
=@ 0 0 (en, an)
=R

@ Kompakt QR-faktorisering: A € R™*" med m > n och Rang(A) = n kan skrivas
A= QR dir Q1 € R™" och R € R™".
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Ortogonala komplementet

@ Om U &r underrum av V definieras ortogonala komplementet till U (relativt till
V) som
Ut={veV|(v,u)=0 VYue U}.

UJ_

Figur: Ortogonalt komplement.
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Ortogonala komplementet

@ Om U ar underrum av V definieras ortogonala komplementet till U (relativt till
V) som
Ut={veV]|(v,u)=0 VYue U}.

Egenskaper:

e UL &r ett underrum av V.

o (Sats 2.8 + Lemma 2.1) Om dim(U) = k < oo, s giller V = U @ U*. Dvs varje
u € V representeras entydigt som

u=1d +d", dir JeU, J eUt

och for godtycklig ON-bas e, ..., e for U giller

k

U= Z(ej, uyej = Projy(u).

j=1
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Projektionsapprox

Lat u € V och 1at U vara underrum till V

o (Foljd av sats 2.7) Om direktsummauppdelningen V = U @ U™ giller (t ex om
dim(U) = k < 00) sd ar

lu = Projy(u)l| < [lu—w| VweU

och (Lemma 2.1) Projy(u) € U &r entydigt minimeringselement

u ~u— Projy(u

7y
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Projektionsapprox

Lat u € V och 1at U vara underrum till V

o (Féljd av sats 2.7) Om direktsummauppdelningen V = U & U+ giller (t ex om
dim(U) = k < o0) sé ar

lu = Projy(u)|| < [lu—wl| YweU
och (Lemma 2.1) Projy(u) € U &r entydigt minimeringselement.

Bevis: For godtycklig w € U,

lu—w||> = || (u = Projy(u)) + (Projy(u) — w) ||
cut eu
= [lu — Projy(u)||* + [|Projy(u) — wl* > ||lu — Projy(u)|>.

Vi anvént att u — Projy(u) L Projy(u) — w och Pythagoras sats.

o tillampning: MK-metoden, uppg. 2.39 som Johannes |0ste i storgruppsovningen.
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Fyra fundamentala underrum

Till en matris A € R™*" associeras fyra fundamentala underrum (§2.11):
N(A) = V(AT)* N(A)*- = V(AT) (6)
N(AT) = V(A)* N(AT)* = V(A). (7)
Bevis (6): Skriv A =[a;...a,] och AT =[a]...3a},] dvs
a, = (A1, Ak2, .., Akn) € R" (kolonnvektor). D3 ar
aj - x
A — a - x

/
a, - x

= NA)={xeR"|Ax=0}={xeR"|a,-x=0 Vkel[l,m|}
= (Span(a’l,...,a’m))J‘ = V(AT

For direktsummarummet R™ = V(A) @ V(A)* giller (V(A)L)+ = V(A) (fran Lemma
2.2) och det féljer att N(A)+ = V(AT). /
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Fyra fundamentala underrum

Till en matris A € R™*" associeras fyra fundamentala underrum (§2.11):

N(A) = V(AT)* N(A)*" = V(AT) (6)
N(AT) = V(A)* N(AT)E = V(A). (7)

Bevis (7): Anvind resultatet (6) pd matrisen A':

N(AT) = V(AL NATE = V(A).

Tillampning: (rangsatsen)
radrang = dim(V(A")) = dim(V(AT) @ V(AT)1) —dim(V(AT)1)

= n—dim(V(AT)) @ 0 — dim(n(A))
= dim(V/(A)) = kolonnrang
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Minsta kvadratmetoden

Definition: Fér A € R™*" och ekvationen
Ax =b (8)
finns det inte exakt lsning om b ¢ V/(A).
MK-I6sning: x € R" &r en I6sning till (9) i MK-metodens mening om
b Ax|| < [Ib— Ay|| Vy e R,

Figur: Basta approximation av b.
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Minsta kvadratmetoden

Definition: For A € R™*" och ekvationen
Ax=b 9)

finns det inte exakt 16sning om b ¢ V/(A).

MK-16sning: x € R" &r en 6sning till (9) i MK-metodens mening om

b= Ax|| < |[b—Ay[| VyeR"

Vi vet att

16— Projy(4)(b)[| < [[b—w] Vw e V(A),
och att Projy(4)(b) € V(A) &r entydigt minimeringselement.
MK-problemets |6sning:
(1) Berdkna b’ = Projya)(b).
(2) Lés Ax = b
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Minsta kvadratmetoden

Resultat (§2.12): Det finns minst en MK-lsning (ty b’ € V(A)) och att
MK-I6sningen ar unik omm Rang (A) = n.
P3 grund av att b — b’ € V(A)* 4r x MK-I8sning omm

Ax=b <= b—Axc V(A)F <= b—Axc N(AT) < AT(b— Ax) =0.

Dvs x ldser normalekvationerna AT Ax = AT b.
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Matrisen for avbildning

e Lat U och V vara (reella) linjara rum med respektive baser B = {b1,..., by} och
C = {Ci,... ,Cn7}.

e Lat F: U — V vara linjar avbildning.

@ For u € U med motsvarande F(u) = v € V, betecknar vi koordinaterna i
respektive baser R" 5 x = [u]p, och [v]ec =y € R™.

e D3 giller:
y =[vle = [F(u)lc = [ Zx,b)] => x[F(b)le
C i=1
= [F(b1) F(b2)...F(bp)lex = Ax
@ Matrisen A € R™*" kallas for matrisen till F i baserna B och C.

Om U =V och B=C kallas A= [F(b1) F(b2)...F(bn)n € R™" matrisen till F
i basen B.
Tillampning: Man kan arbeta i Euklidiska vektorrum:

Fluy=v < [F(u)lc =|v]lc < Ax=y
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L&t U = V = P, med standardbasen B = {1,t,t?}. Lt
Fp)(t) == p"(t) + tp'(t) + p(1)

vara linjara avbildning p& P». Bestdm matrisen till F i basen B och bestam N(F).

L6sning:
F(1)=1, F(t)=t+1, och F(t?)=2t>+3
ger
113
A=[F(1)F(t)F(t))lz= {0 1 0.
0 0 2
D3

Fluy=0 < Ax=0
och det(A) =2 # 0 sa ar N(A) = {0} och
N(F) = [N(A)5" = [{0}]5" = {0}
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Basbyte, linjara avbildningar

o Lit F:V — Vochlat & ={er,...,en}, &' ={ef,..., €} vara tvd baser for V.
@ Vad &r relationen mellan

A=[F(e1)...F(en)]e och A =[F(e})...F(e})]er ?
@ For u e V och v = F(u) betecknar vi koordinaterna
x=[ule, y=1[vle
och
X =o' = e

@ Det ger
y=[vle =[F(u)]e = Ax och y' = AX.

@ Om vi anvénder relationen
x=Txochy=Ty dir T=Te_go
far vi att (Sats 3.2):
TV =y=Ax=ATX = y' =T ATx = A =T AT.

38/97



Similara matriser

Def 3.2: Tv3a kvadratiska matriser A och A’ for vilka det finns en inverterbar matris T
av samma storlek sa att
A =T'AT

kallas similara.

Egenskaper:

det(A’) = det(A).

o Diagonaliserbara matriser ar simildra med en diagonalmatris.
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o Lat V vara ett komplext linjar rum och F : V — V linj. avb.
o Def 4.1: Ett tal A € C kallas ett egenvarde till F om det finns en v € V' \ {0}

sadan att

F(u) = Au. (10)
Varje u # 0 som uppfyller (10) kallas en egenvektor till A.
Egenrummet

E(N)={ue V|F(u)=\u}
ar ett underrum av V.
@ Om & ={e1,...,en} éren bas for V giller

F(u) =Xu <= [F(u)le = Mule <= Ax = \x

dir A=[F(e1)...F(en)]c och x € C".
o | fortsattningen studerar vi linjara avbildningar F : C" — C” p3 formen
F(x) = Ax dar Ae R™".
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Berakning av egenvarden

o (84.1): X dr egenvarde till A omm det(A— A/) =0.

@ (§4.2) Om A och A’ 4r simildra har samma egenvérden. Konsekvens: Oberoende
av basrepresentation, har matrisen till F samma egenvéarden.

o Def 4.2:
pa(\) = det(A — )

ar det karakteristiska polynomet till A och rotterna till karakteristiska
ekvationen

pa(A) =0

ar egenvardena till A.
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Berakning av egenvarden

Exempel:

12 -1 . 2—-A -1 N2y
A—[4 _3] gerpA()\)—det{ 4 _3_)\}—)\ A—2

med egenvirden A\; = —2, A\ = 1. Egenvektor x; € E(A1) \ {0} hittar vi genom att
|6sa

(A=XMDx1=0 tex x3= [1] ,ochfor (A—Xal)xo=0 tex xx= [1} .

4 1
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Egenskaper for karakteristiska polynom och egenvarden

o Genom utveckling fér matrisen A = (a;)7;_;,

pa(\) = det(A — Al) = (—1)"A" + (Z akk> AL 4 det(A). (1)

@ Motivation: Endast [];_;(akk — A) ger bidrag till koefficienterna framfor A" och
A1 och pa(0) = det(A).
@ Polynomet pa(A) har n rétter som vi betecknar A1,..., A,. D3 géller

pa(A) = (=1)"A = A1) (A= X2)...(A—=A\p)
= (=1)"A" + (=1)" (ZAk))\” 1y +f[Ak.
k=1
e Jamforing av (11) och (12) ger

ﬁ A = det(A) och zn: A = Zn: akk -
k=1 k=1 k=1

(12)
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Algebraisk och geometrisk multiplicitet

Def 4.3: Den algebraiska multipliciteten for ett egenvarde A till matrisen A ar
multipliciteten av A\ som rot till ekvationen pa(A) = 0. Vi skriver m,(\).

Den geometriska multipliciteten for egenvardet A dr definierad som

mg(A) = dim E(A).
Lemma 4.1: Om A &r ett egenvarde till A sa giller att mg(A) < m,(A).
31
=l

ger pa(\) = (3 — \)? som ger egenvirdet A = 3 med m,(3) = 2 medan
E(3) = Span((1,0)) och mg(3) = 1.

Exempel: Matrisen

Om mg(A) < m,() for ett egenvarde kallas det defekt.
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Diagonalisering

Sats 4.5: Om n x n matrisen A har n linjart oberoende egenvektorer ey, ..., e, med
tillhérande egenvarden Aq,..., \,. D3 géller att inget egenvirde dr defekt och
TAT =D

dir T =[e1e...ey) och D =diag([A1 A2 ... An])
Bevis (av diagonaliseringen): Fran ovan har vi

AT = [Ae1 Aey ... Aey] = [A1e1 Aaex ... A\pep] = TD.

Def 4.4: Om A ar simildr med en diagonalmatris kallas A diagonaliserbar.

Matrisen A &r diagonaliserbar omm inget egenvérde ar defekt (§4.8). Specialfall:

@ Om A har n olika egenvirden (§4.6 ger att olika egenvirden har motsvarande
egenvektorer som é&r linj. oberoende).

@ Om A = AT (spektralsatsen).
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Symmetriska linj. avbildningar

Har pa symmetriska matriser, se boken for symmetriska linj. avb. (F(u), v) = (u, F(v)).
o En matris A € R"™*" 4r symmetrisk om AT = A.
e §4.10: Om A = AT sa ar alla egenvirdena reella.
Beuvis:

xTAx = AxTx —
Ax=Xdx = < ____T _ _ = A—2=0,
(Ax) x = Xx"x = XxTAx = AxTx

(ty XTx = Y0 bal? > 0)

@ Konsekvens: Det finns reella egenvektorer till egenvardena till symmetriska
matriser A, sd vi begransar oss till att studera matrisavbildningar pa reella
vektorrummet R” med standardskaldrprodukten.

e §4.11 (for matriser): Egenvektorer hérande till olika egenvérden av den
symmetriska matrisen A ar ortogonala.

Bevis: For Ax; = A1x1 och Axa = Aaxp dar A\ # Ao géller att

Alszxl = szAxl = (sz)Txl = )\2X2Tx1 = (M1 — )\2)X2TX1 =0 = X2TX1 =0.
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Spektralsatsen for matriser §4.13

Om A € R"™" &r symmetrisk sa finns en ON-bas £ = {ey,..., ey} bestdende av

egenvektorer till A sd att
TTAT =D,

dar matrisen T = [e1 e, ... e,] (givetvis) &r ortogonal och D = diag([A1 A2 ... An])
med Aex = ke, for k =1,2,... n.
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Tillampning av diagonalisering 1:

Om A = TDT 1 kan vi enkelt berikna att Ax = TD*KT-1 for alla k € N.
Kan anvandas t ex till att studera evolutionen till differensekvationer
Xpt1 =Ax, n>0

dvs
Xxp, = Axg.
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Tillampning av diagonalisering 2:
Diagonalisering forenklar 16sandet av linjaira ODE p& formen
X'(t) = Ax(t) t>0
X(O) =xp € R".

© Omviantar A= TDT ' med T = [by by...b,] och D = diag([A1 A2 ... A\n]) s3
giller att T-1x’ = DT Ix.
@ Definiera y(t) = T~ 1x(t), som enligt ovan Iéser

y'(t)=Dy(t) dvs y;=XAiy1, Yo=Xoy2, ..., ¥p=AnYn

© Losning: y1(t) = creMt, ..., ya(t) = che?t, som ger
CleAlt
x(t)=Ty(t)=T|
c et
Q vektorn ¢ = (c1,...,¢cn) = y(0) bestams genom begynnelsevillkoren:

Tc=Ty(0) =x(0) =x0 = c= T 'x.
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Exempel:

T P

@ (Diagonalisering av matrisen)

5 0]+ . 131
A_T[O _S]T, dar T_[ ]

@ (Los “diagonalproblem”)

© (Los x fran y)

51/97



Numerisk Analys kapitel 1

52/97



Viktiga begrepp och definitioner

@ Absoluta och relativa felet.

o Forsta ordnings felfortplantningsapproximation for ett problem med algoritm
f:I—-R

0F(x)| = [F(x 4 dx) = £(x)| S [F'(x)]]0x].
och for f : R™ — R" med Jacobian J:

16F O = (I (x + 0x) = FO)IL < ()]0

o Stabilitet for problem (exakta algoritmer) och approximativa algoritmer.
@ Maskintalet ;= 0.5 - 31t och dess relation till flyttalsrepresentation

fl(x) = x(1+46) for ndgot |[J| < p.

(= 2753 f6r Double 64).
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Konditionstal

Ett problem med algoritm f &r stabil /valkonditionerad om konditionstalet ar litet.
Tumregelsdefinition av konditionstalet till £ (det vi i praktiken vill veta)

()  [Relativeel utdatal] _ [|f(x+ 5) = (0ll/ ()]

 ||Relativfel indatal| lox|| /11l
Exempel: Ax = b, dir A ir inverterbar. Algoritm x[b] := A~ 1b.
@ Storning i indata b + &b, leder till problem Ax = b+ b med utdata
x[b+ db] = A71(b + db).
@ Utdatafelet:

6x = x[b+0b] — x[b] = A"X(b+6b) — A™ b= A15b

© Genom ||b]l2 = [|Ax]lz2 < [|All2lix||2 och [|A=28b]l2 < [|A~L|2[|5b)]> far vi

matrisens konditionstal for 2-normen:

_ lloxll2/lixlla _ IIA20bll2]|Axlla _ |A 21|02 ]| All2]lx[l2
|6b]l2/1bl]2 [xll2l6bl2  — [x[l21l6b]]2

= [|A || All2-

K2
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Bakatstabilitet

o Ett problem (med (exakt) algoritm f) &r stabilt om relativt sma férandringar i
indata ger relativt sma férandringar i utdata.

@ Definitionen: En numerisk /approximativ algoritm f ~ f sigs vara stabil i
“indatapunkten” x # 0 om relativa bakatfelets storlek

1F~(F (x)) = I
]

ar litet.

o Med andra ord, f &r stabil om ?(X) ar exakta I6sningen till nastan ratt problem

((%)).
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Exempel (N Sektion 5.7) Gausselimination med pivotering och flyttalsaritmetik leder
till approximativ algoritm

16A]l _

Ta) = O

%(A) = (A+5A)"1b, dir (typisk)

Approximativa algoritmen léser problemet A% = b, jamfor med exakta algoritmen
x(A) = A~1b som léser Ax = b.
Observation: Om vi véljer A = A + JA foljer det att

IA— Al _ |I9Al _

KA =x(A) och T = Ay =

O(w).

Med andra ord, approximativa algoritmen ar stabil.
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Iterationsmetoder 1D

Problem: Onskar att hitta en rot X till ekvationen f(x) = 0 dir f : R — R &r
icke-linjar funktion.

Iterationsmetod: Metod som iterativt genererar foljd xq, xo, ... som férhoppningsvis
konvergerar mot X.

Enkel/multipelrot: En rot X till f(x) = 0 kallas en enkelrot om f/(X) # 0, och annars
kallas den for en multipelrot.

Konvergensordning: Om foljden x, konvergerar mot X sa ar konvergensordningen
definierad som storsta g > 1 sadan att

lim 7|Xk+1 —X

— =(C< 0
k—»oo|x%+4_—»x|q

for nagot € > 0. (Om g =1 maste C < 1.)
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Newtons metod

Algoritm: Startapprox xp och

f(x
Xk+1:Xk—fl((XI:()), kZO,l,...

Egenskaper: Lokalt konvergent med ordning 2 om X &r enkelrot och 1 annars.
Metoden misslyckas om f/(xg) = 0.

Exempel: lIteration ett steg for att I16sa x — e = 0 med x¢ = 0.6:

o
flix)=1+e "
2]
_ o fbe) _ s 06— e 00
X1 = Xo f/(Xo) = V. 71 T o—06
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Sekantmetoden

Startapproximationer xp, x_1 och

o — s FOa) O = x-1)
T ) o)

k=0,1

Motivation:
f(Xk) — f(kal)

Xk — Xk—1

f'(xx) ~

Egenskaper: Lokalt konvergent med ordning 12—‘/5 om X ar enkelrot och ordning 1

annars. Metoden misslyckas om f(xx) = f(xk—1).
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Fixpunktiteration

For att bestamma rotter till f(x) = 0, hitta en funktion g : R — R sadan att
x=g(x) = f(x)=0.
Fixpunkt: En punkt x sadan att x = g(x) kallas en fixpunkt till g. Enligt ovan &r alla
fixpunkter till g rotter till f.
Algoritm: Startapprox xp och
Xk+1 = &(xk) k=0,1,...

Egenskaper: Fixpunktmetoden konvergerar lokalt mot en rot X om |g’(X)| < 1 med
konv. ordning 1.

Obs! Det svara ar typisk att hitta en lamplig funktion g (férsok genom omformulering
av ).
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System av icke-linjara ekvationer

Vi soker rotter till
f(x) =0, dar f:R" > R" (13)

ar icke-linjar funktion.
Newtons metod: Startapprox xg € R"” och

Xk11 = Xk — J_l(xk)f(xk), k=0,1,...,
dar J: R" — R™" &r Jacobianen till f.

Motivation, Newtons metod: Linjar approximation av f(x) kring punkten x i
ekv. (13) ger

Fxk) + Jxi)(x —xk) =0 = x = xx — J (k) F (%)

Egenskaper: Lokalt konvergent med ordning 2 vid roten X om J(X) &r inverterbar och

1 annars. Om J(xp) ar singular sdger vi att metoden misslyckas.
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Newtons metod forts

Alternativt skrivsatt algoritmen: ir att introducera sokriktning s

J(xk)sk = —f
(o) Ca) k=0,1,...
Xk+1 = Xk + Qi Sk

Motivationen &r att bilda olika mer flexibla/robusta/effektiva metoder, t ex dimpad
Newtons metod (med a < 1).
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Fixpunktiteration for system

Precis samma ide som i 1D: For att bestimma rétter till f(x) = 0, hitta en funktion
g : R" — RN sadan att
x=g(x) = f(x)=0.

Obs! Alla fixpunkter till g rotter till f.
Algoritm: Startapprox xp € R" och

xk+1:g(xk) kZO,].,...

Egenskaper: Fixpunktmetoden konvergerar lokalt mot en rot X om ||g’(X)|| < 1 med
konv. ordning 1, fér ndgon norm. (t ex 2-normen eller co-normen). (Se exempel 2.12).

64 /97



Metodoboeroende feluppskattning

Lat X € R" vara en rot (och punkten) som iterationsféljden xix konvergerar mot.

Om man o6nskar skatta felet vid iteration k kan man Taylorutveckla f(xx) kring roten X:

f(Xk) = f\(f;)—i—J()A()(xk — )?) + O(HXk — )’?H) ~ J(Xk)(Xk — f()
=0

Som ger forsta ordningens feluppskattning

Ixic = &1~ 11971 G ) F () -
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Polynominterpolation

Antag att f : R — R, att x; € R olika punkter och att vi kdnner

(xi, f(x;)) i=0,1,...,n.

Problem: Bestdmma ett interpolationspolynom p, € P, som gar genom punkterna
(xi, f(x;))- Dvs
pn(xi) = f(x;) Vi=0,1,...,n. (14)

Newtons form: Vi skriver polynomet pd formen

pn(x) = cot+ca(x—x0)+ca(x—x0)(x—=x1)+...+cn(x—x0)(x—x1) ... (x=x5—-1) (15)
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Ekvationerna (14) och (15) leder till ekvationssystem

pn(x0) = co = f(xo)
pn(x1) = co + c1(x1 — xo) = f(x1)
n—1
pn(xn) = co—|—c1(x,,—x0)+...+c,,H(x,,—xj) = f(xn)
j=0
Som motsvarar ekvationssystemet
1 0 ... ... 0 1
1 (x1—x0) 0 0 co f(xo)
1 (Xp1—x0) - [[]=¢ 01— X)) 0 Cn f(xn)
1 (e—x) o TS —x) THote—x)] ™ 25

=A

Da det(A) = [};(x; — x;) # 0 r matrisen inverterbar. Interpolationspolynomet

pn € Pp ar entydigt med ¢ = A-Lp.
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Anpassa ett polynom p, € P till virdena

fFx) | 131

Losning: Newtons form:
p2(x) = co+ c1(x — 0) + c2(x — 0)(x — 1)

och ekvationer
p2(0)=1 = ¢ =1,
pg(l):3 == gt+caq=3 —= =2

och
P2(3):1 — ¢+3ct+6cp=1 —= o =-1.
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Trunkeringfel

“Trunkeringsfelssatsen for polynominterpolation™ Lt p, € P, vara
interpolationspolynomet till f € C"*1[a, b] genom punkterna
a=xp<x3<...<x,=b.Da géller foljande for x € [a, b]

()

pn(X)if(X): (n+1)|

dar £(x) € [a, b].

(x = x0)(x —x1) ... (x — xn),

Rt = Pn(X) - f(X)
kallas for trunkeringsfelet

Tillampning: Skatta approximationsfel. Till exempel, om p; € P; uppfyller
p1(0) = £(0) och p1(1) = (1) sa giller (se exempel 3.2)
" (x)|

_ f(x)| < A1
oy ) = FEal < max,

70/ 97



Funktionsvirde, f(z)

0.5

Funktionsvérde, f(z)

0.5

* Mitdata

—Fel interpolation= 11.6456
|—Fel spline= 0.66605
---Runges funktion R(z)

0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 0.4

Variabel, =

08

« Mitdata

—Fel interpolation= 11880.8163
—PFel spline= 0.0061814
---Runges funktion R(z)

0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4

Variabel, z

I
0.6
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Trapetsregeln och -formeln

For en funktion f : [a, b] — R ser vi pd numeriska metoder, dvs kvadraturformler, som
approximerar integralen av f pd féljande satt

b n n
/ f(x)dx ~ Y f(xi)w;, dar > wj=b—a.
a i=0 i=0

@ Trapetsregeln: approximationsintegral med interpolationspolynom p; € P; genom
punkterna (a, f(a)) och (b, f(b)):

(b—a)
2

b b
/:/a f(x)dm/a pi(x)dx = (£(a) + £(b))

o |Trunkeringsfelet| < Cmax,c(, 5] |f”(x)|(b — a)® kan hirledas genom skattning av
F(x) = p1(x).
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Trapetsregeln och -formeln

e Trapetsformeln: Trapetsregeln Gver varje intervall [x;, xj+1] i punkter
a=xp<x3 <...<x,= b med konstant steglingd x;+1 —x; = (b—a)/n=h:

n
f(x0) + f(xn
T(h) = 3 (Fupn) — P IC),
i=0
Trunkeringsfel: | — T(h)| < Ch? m[ai] | (x)].
x€Ja,
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Simpsons regel

@ Approximationsintegral med interpolationspolynom p» € P, genom punkterna

(a,f(a)), ((a+ b)/2,f((a+ b)/2)) och (b, f(b)):
b b -
/:/ f(x)dx “/ pa(x)dx = [f(a)+4f (a;b> + f(b)] (1’6"’).

o |Trunkeringsfelet| < C max,c[, 5 |F(x)|(b — a)° kan hirledas genom skattning

av f(x) — pa(x).
o Simpsons formel: Simpsons regel Gver varje intervall [xax, Xo(xk4+1)] punkter

a=xp<x1<...<xy,=b med konstant steglangd h= (b na).
(i+1) 2h —
Z/ p2,i(x) dx = 3 [f(Xzi) +4f (xip1) + FO2gitn)]
i i=0

dar po; € P> dr interpolationspolynomet genom f i punkterna xo;, xpi4+1 och
X2(,'+1), (faktorn 2h/6 ovan pga X2(,'+1) — Xpj = 2h)
Trunkeringsfel: [ — S(h)| < Ch* max |F*)(x)|.
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Viktiga begrepp, resultat osv.

o LU-faktorisering med och utan pivotering:
e Stabilitet linj. ekv. system (redan repeterat).
@ QR- och SVD-faktorisering.

@ Algoritmer for berdkning av egenvarden: potensmetoden och invers iteration.
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LU-faktorisering

o Antag att A € R™*".

@ Genom elementara radoperationer leder Gausselimination till en trappstegsmatris
U € R™" som &r radekvivalent med A.

@ Om inga radbyten gjorts giller LU-faktoriseringen av A:
A=LU,

dar L € R™*™ &r nedat triangular.

@ Om det gjordes radbyten i Gausseliminationen sa finns en permutationsmatris
P € R™*™ och en L av samma form som ovan sddana att LU-faktoriseringen av
A med pivotering kan skrivas:
PA=LU.
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LU-faktorisering

@ Losning av Ax = b med LU-faktorisering: (m = n)

Ly = b (framatsubstitution), ~berédkningskostnad: O(n?),
Ux =y (bakitsubstitution), berdkningskostnad: O(n?).

jmf Ax = b (Gausselimination) har beridkningskostnad O(n?).
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QR faktorisering

Om A € R™" med m > n sa finns en ortogonalmatris @ € R™*™ och en uppat
triangular R € R™*" sadana att

A=QR=Q m , (full QR-faktorisering),

dir R € R™" 4r uppat triangular.
e Genom att skriva Q = [Q1 Q2] dar Q1 € R™" och @, € RMx(m=n) £3¢ i

A=[Q1 Q)] [g] = Q1R (kompakt QR-faktorisering),
e Om Rang(A) = n kan vi berdkna kompakt QR-faktorisering med Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod.
Tillampningar: QR-iteration (egenvardesberdkningar) och berikning av

minstakvadratldsningar.
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QR-faktorisering och minstakvadratproblemet

Antag att A € R™*" med Rang(A) = n och, som ovan,
R R

A=Q {0] =[Q1 Q] [O} .
Problem: Vi soker minstakvadratlésningen till Ax = b

Resultat: x ir MK-Isning till Ax = b omm Rx = Q] b.

Bevis: Anvind att Q ir ortogonal giller QT Q =/ = QQT och
IyI3=y"@TQz=yTy=|yl3 VyeR"

=le([f <)

2
2 2
= llRe—al s+ 07

Resultatet foljer fran
2

| Ax — |2 = HQ m x— b

2

|-

81/97



SVD-faktorisering

For varje A € R™*" finns en singularvardesfaktorisering
A=UzVvT =U.

e UeR™™och Ve R™" bada ar ortogonalmatriser
@ X dr en m X n matris som ar nollskild endast langs huvuddiagonalen. T ex om
m > n, sa ar

o1

. 0
0 .

dir oy > 0o > ... > 0, > 0 ar singularvirdena till A.
Specialfall: Om A € R™" &r symmetrisk och positivt definit, s3 ar A= VDV T
matrisens SVD-faktoriseringen (med D = diag(A1,...,An)).
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Kompakt SVD och Minstakvadratmetoden

Om Rang(A) = r < n sa finns endast r strikt positiva singuldrvarden. Kompakt SVD:

Y, o] v/
e[ (1] -

dar X1 =diag(o1,...,0,) ER™" Uy =[ur...u] eR™ V= [vg...v,] € R
osv

Man kan visa att om

x = V1T U b s3 ir x MK-I6sning till ekvationen Ax = b.

Moore-Penrose pseudoinvers: At := V¥ U] .
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Konditionstal och trunkerad SVD

Konditionstalet x(A) = ||Al|2||[AT||2 = 01/0,, dvs stérsta delat p& minsta singulira
vardet.

Trunkerad SVD: Rang r matrisen

r k

_ o, T : : ,_ o, T

A= g oju;jVv; kan approximeras till rang k < rav Ay = E ojuv; .
j=1 Jj=1

@ Ay ar ndrmaste matris av rang k till matrisen A i 2-norm:

Al € arg min 1B — All>.
BeR"™ " av rang K

@ Trunkerad matris far battre konditionstal (leder till mer stabila problem) ty
K(AD) = 010t < 010, = K(AT)
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Potensmetoden

Metod for berdkning av storsta egenviardet i belopp till matrisen

A=VDV™L dir V=[viva...v,], och |A1]>|Xa| > N3] >....

Algoritm: Startvektor xp € R"” och for k =0,1,...

Yk+1 = Axk
Yk+1

Xk+1 = +
i1l

Villkor for att xx — vi ndr k — 0o: maste ha ¢; # 0 i
n
X0 = :E:: CiVi.
i=1

Invers iteration: Beridkning av minsta egenvirdet i belopp med potensmetoden

tillimpad p3 A~!, men anvind LU-faktorisering och ekvationslosning istillet for A1,
8597



Numerisk Analys kapitel 6

86/97



Stabilitet linjara ODE

Ett begynnelsevardesproblem (BVP) kan skrivas
y'(t)=f(t,y(t), t>0

(16)
y(0) =z
dar f : [0,00) x R™ — R™ och z € R™.
Problemet (16) ségs vara stabilt om narliggande I6sningskurvor inte divergerar.
Def: Stabilitet (specialfall): Ett linjart BVP pa formen
"=Ay t>0
y Yy (17)

y(0) =z
diar A € R™*™M sigs vara asymptotiskt stabilt om

lim y(t) =0 for alla begynnelsevillkor z € R™.
t—o0

Resultat: Ett BVP pa formen (17) ar asymptotiskt stabilt omm Re(\x) < 0 for alla

egenvarden till A.
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Numeriska metoder

Foljande approximationer av derivatan

Dyy(t;h) = Y=Yt framatdifferens
y/(t)%{ + ( ) h

D_y(t; h) = Mh(t_h) bakatdifferens,
har bada trunkeringsfel |y’(t) — D1y(t; h)| = O(h) och kan anvéndas till att

konstruera respektive numeriska enstegsmetoder for att 16sa (16):
o Euler framat: Sitt yg = z och for

Yn+1 = Yn + hf (tn, yn), n=0,1,...

o Euler bakat: Sitt yg = z och for

Yn+1 :)/n‘i'hf(thrla_VnJrl) n=0,1,...

Ovan representerar h > 0 den numeriska metodens steglangd och y, ~ y(nh).

Bada metoderna har lokalt trunkeringsfel O(h?) och approximationsordning 1 (cf.
forelasning 22)
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A-stabilitet

Antag att y ar 1sning till godtyckligt stabilt linjart BVP pa formen (17).

En metod ar stabil for en viss steglangd h > 0 om den ger en ickevixande

approximation, dvs om tillvixtfaktorn ”f”ﬁ” <
Yk
Om metoden &r stabil for alla steglangder h > 0 sa &r den numeriska metoden

A-stabil.
For det endimensionella stabila testproblemet
y =Xy t>0, medRe(\) <0, ochy(0)ecR,
kan man visa att |1+ hA||lyk| for Euler framat
Ykl =

|1 — hA||yk| for Euler bakat

Slutsats: Euler framdtmetoden ar stabil for alla h > 0 som uppfyller |1+ hA| <1
Euler bakdatmetoden ar stabil for alla h > 0 som uppfyller

|1 — hA| > 1 = stabil for alla h > 0 = metoden &r A-stabil.
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Stabilitet for numeriska metoder i fler dimensioner

For flerdimensionella testproblem pa formen

y' = Ay t>0,
y(0) =z R™

med A diagonaliserbar, och stabilt problem dvs med Re(Ax) < 0 for alla egenvérdena
till A.

@ Eulers bakatmetod: 3ir A-stabil

@ Eulers framatmetod: ar stabil for alla h > 0 s3 att

1+ Mh <1 Vk=1,2,....m.
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Minimeringsproblem:

g(x)=0

h(x) <0 (18)

min f(x)da {

o f :R" — R- objektfunktion

o g : R" — R™- likhetsbivillkor

o h:R" — R¥- olikhetsbivillkor
Vi betecknar det tillditna omradet X = {x € R" | g(x) =0 och h(x) <0}, och
sdger att X € X ar

@ ett globalt minimum till (18) om

f(x) <f(x) Vxe X\ {x}
och strikt globalt minimum om “<" ersatts med “<”
o ett lokalt minimum till (18) om
f(x) < f(x) for alla tillaitna x i en omgivning kring X.
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Minimering utan bivillkor

Minimeringsproblem:

)52%?” f(x) (19)

(Del av LA Sats 4.18): Om X € R” 4r en kritisk punkt till f, dvs Vf(X) =0, sa ar X
ett strikt lokal minimum till f om Hessianen H(x) = J(Vf)(x) ar positivt definit i
punkten X.

Minimering n = 1: Vi kan anvinda Newtons metod for att hitta kritiska punkter till
f, dvs till att 16sa ekvationen

f'(x)=0
Algoritm: xp € R startgissning och
' (xk)
Xk+1 = Xk — 10 k=0,1,...
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Flerdimensionell minimering

Steepest descentmetoden: Loser
Vi(x)=0
med foljande s6kmetod: xg € R” startgissning och
sk = —VF(x
k Cod L 0,1,...
Xk+1 = Xk + QkSk

dar s = —Vf(xx) ar sokriktningen och ay € R ar steglangden.
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Flerdimensionell minimering

Steepest descentmetoden med linjes6king: Ldser

Vf(x)=0
med foljande sokmetod:
xp € R" startgissning och
sy =—VfF
g G U o1
XK1 = Xk + Ok Sk

dar s, ar sokriktningen och ay € R &r steglangden.

Descentriktning: n-vektorn s i x kallas en decsentriktning om det finns 6 > 0 s3 att
f(x+as) < f(x) Vae(0,9),
och alla s sd att V£(x)-s < 0 &r descentrikninger i x.

Motivation steepest descent: Sokriktningen sy = —Vf(xx) ar den descentriktinigen

i xx som funktionen avtar snabbast i.
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Flerdimensionell minimering

Steepest descentmetoden med linjeséking: Loser
Vfi(x)=0

med foljande s6kmetod:
xp € R" startgissning och

sk = —VF(x
k () k=0,1,...
Xk+1 = Xk + QkSk

dar s ar sokriktningen och ay € R ar steglangden.
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Flerdimensionell minimering

Linjesoking: Given sokriktningen s; bestams steglangden ay genom att I6sa
linjesokingsproblemet
ay = argmin f(xx + asg). (20)
[0

Detta ar ett endimensionellt minimeringsproblem som man t ex kan I6sa, som ovan,
med Newtons metod.

Specialfall: Om f = 3xTHx + b"x + ¢, (dvs om f &r kvadratisk) s &r I6sningen
till (20)
—Vif(xk) sk s sk
ax = = =
s, Hsy s, Hsy
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