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TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal poéing ér 60, och betygsgrinserna dr 30 for 3 (godkéind), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoéng fran 2019 ars bonusuppgifter far tillgodoriknas.

Renskriv dina l6sningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarldsliga 16sningar.

Tentan rattas och bedéoms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillféllet.

1. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvirden av en funktion f(¢).

t[-1 1 3
fl1 =15

Antag ocksa att f € C*([—1,3]) och [fD(t)] < o for alla t € [-1,3).

(a) Bestdm interpolationspolynomet genom punkterna.

(b) Simpsons regel approximerar f; f(t)dt genom att integrera interpolationspolynomet
av grad 2 som interpolerar punkterna a, b och (a + b)/2. Hérled Simpsons regel utan
trunkeringsfel. Du far anvéinda fab(t —a)(t—b)dt =
bevis.

—%(b —a)? och trapetsregeln utan

(c) Bestdm en approximation med felgrins av ff’l f(t)dt med Simpsons regel eller resul-
tatet i a) uppgiften.
Du far anvinda att Simpsons regel for approximation av fab f(t)dt har trunkeringsfel
Rp=£275b—a)’f@(¢) dira < ¢ < b

2. Lat e = {1,t,t%,#3} vara en bas for ett vektorrum V med skaldrprodukt

1
@@q@wz/zmm@ﬁ.

-1
Lat F : V — V vara avbildningen som ges av

Fp(t) = (@ -1,

(a) Visa att F' &r en linjdr avbildning.

(b) Bestdm matrisen A for F' i basen e.

(c) Bestam avbildningens egenvérden.
)

(d) Ar F symmetrisk med avseende pa skalirprodukten? (Tips: Partialintegrera.)
Kan du dra samma slutsats fran matrisen A? Varfor/varfor inte?

3. Betrakta begynnelsevirdesproblemet (P1) som ges av foljande system av differentialekva-

tioner
{ ri(t) = m(t) + 3wa(t)
zh(t) =  —2x1(t) — daa(t)
med begynnelsevillkor z1(0) = 1 och z2(0) = 0.

(a) Los begynnelsevirdesproblemet (P1) med hjilp av diagonalisering.
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(b) Heuns metod pa ett generellt problem 3/(t) = f(¢,y(t)), y(a) = ¢ definieras av

h
Yk+1 = Yk + §(k1 +ko), k1= f(te,yk), ko= f(tx+ h,yp+ hk1).

Utfor en iteration med Heuns metod pa (P1) med steglingd h = 1/2.

(¢) Avgoér om Heuns metod &r stabil for (P1) med steglingd h = 1/2.
(Tips: Metoden applicerad pa testproblemet 3/(t) = Ay(t) ger en tillviixtfaktor som
kan anvéindas for stabilitetsanalysen. Alternativt kan diagonalisering anvindas.)

4. Lat A = och b =

1 1
1 2
1 0 3
1 -1 4

O = O =

(a) Bestdm en kompakt QR-faktorisering av A med hjéilp av Gram-Schmidts ortogonali-
seringsprocess.

(b) Anviénd QR-faktoriseringen for att hitta en minstakvadratlosning till Ax = b.
(c) Anvind resultatet i b) och lamplig sats for att hitta en icke-trivial vektor i N(AT).

5. Betrakta problemet att minimera f(z1,72) = 223 + 2% + x129 — 22 + 2 utan bivillkor.
(a) Gér en iteration med brantaste lutningsmetoden (Steepest Descent), med start i origo
och exakt linjesokning.

(b) Visa att brantaste lutningsmetoden alltid ger en descentriktning (avtaganderiktning)
i en punkt om punkten inte ar en kritisk punkt.

2x§ —x1r9 =1

3v1+23=0

=)

. Betrakta det icke-linjara ekvationssystemet {

. : 1
(a) Gor en iteration med Newtons metod med start i [ 0 ] .

(b) Gor en metodoberoende feluppskattning av resultatet i a) uppgiften.

7. (a) Visa att om A dr en kvadratisk matris och PA = LU é&r en LU-faktorisering med
pivotering sa &r det(A) = (—1)®det(U), dér s dr antal radbyten som motsvarar mul-
tiplikationen med P.

(b) Anvind begreppet Rayleighkvot for att bevisa att for en godtycklig m x n matris A
har matrisen AT A endast icke-negativa egenviirden.

8. En 10 x 3 matris A har en kompakt singulirviirdesfaktorisering (SVD) A = U121 V{! med

20 0
>ZW=101 0
0 0 10730

(a) Bestim egenvidena for AT A.

(b) Utgaende fran singuléirviirdesfaktoriseringen beskriv en matris A" s& att x = A'b
ger minstakvadratlosningen till Ax = b och visa detta. Att minstakvadratlésningar
uppfyller normalekvationerna anses vilkéant.

(c) Varfor dr varken normalekvationerna eller x = A™b lamplig att anvéinda for numerisk
16sning av minstakvadratproblemet? Ange ldmpliga matt.

(d) Beskriv ett bittre sétt att numeriskt approximera minstakvadratlosningen.
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