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1. Betrakta följande tabell över funktionsvärden av en funktion f(t).

t −1 1 3

f 1 −1 5

Antag ocks̊a att f ∈ C4([−1, 3]) och |f (4)(t)| ≤ 15
16 för alla t ∈ [−1, 3].

(a) Bestäm interpolationspolynomet genom punkterna. (2p)

(b) Simpsons regel approximerar
∫ b
a f(t)dt genom att integrera interpolationspolynomet

av grad 2 som interpolerar punkterna a, b och (a+ b)/2. Härled Simpsons regel utan

trunkeringsfel. Du f̊ar använda
∫ b
a (t−a)(t− b)dt = −1

6(b−a)3 och trapetsregeln utan
bevis. (4p)

(c) Bestäm en approximation med felgräns av
∫ 3
−1 f(t)dt med Simpsons regel eller resul-

tatet i a) uppgiften. (2p)

Du f̊ar använda att Simpsons regel för approximation av
∫ b
a f(t)dt har trunkeringsfel

RT = 1
452−6(b− a)5f (4)(ξ) där a ≤ ξ ≤ b.

Lösning:

(a) Vi har 3 punkter s̊a vi behöver ett andragradspolynom. Newtons form är p(t) =
c0 + c1(t+ 1) + c2(t+ 1)(t− 1). Interpolationsvillkoren ger

p(−1) = c0 = 1

p(1) = c0 + c1(1 + 1) = −1

p(3) = c0 + c1(3 + 1) + c2(3 + 1)(3− 1) = 5

Detta ger c0 = 1, c1 = −1, c2 = 1, s̊a interpolationspolynomet blir p(t) = 1 − (t +
1) + (t+ 1)(t− 1) = t2 − t− 1.

(b) Simpsons regel ger samma sak som integration av interpolationspolynomet p2 av grad
2 som intepolerar punkterna a, b och (a+ b)/2, vilket ger

p2(t) = c0 + c1(t− a) + c2(t− a)(t− b)
p2(a) = c0 = f(a)

p2(b) = c0 + c1(b− a) = f(b)

p2(
a+b
2 ) = c0 + c1

b−a
2 − c2

(b−a)2
4 = f(a+b

2 )
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Vi f̊ar c0 = f(a), c1 = f(b)−f(a)
b−a och f(a) + f(b)−f(a)

2 − c2 (b−a)
2

4 = f(a+b
2 ) som ger

c2 =
2f(a)+2f(a)−4f(a+b

2 )

(b−a)2 . Vi ser ocks̊a att p2(t) = p1(t) + c2(t− a)(t− b), där p1(t) är

interpolationspolynomet i punkterna a och b. Integrering ger∫ b

a
p2(t)dt =

∫ b

a
p1(t)dt+ c2

∫ b

a
(t− a)(t− b)dt =

f(a) + f(b)

2
(b− a)− c2

1

6
(b− a)3

=
b− a

6

(
f(a) + 4f

(a+ b

2

)
+ f(b)

)
,

där trapetsregeln och den givna integralen använts. S̊a Simpsons regel lyder∫ b

a
f(t)dt ≈

∫ b

a
p2(t)dt =

b− a
6

(
f(a) + 4f

(a+ b

2

)
+ f(b)

)
(c) Simpsons regel ger

∫ 3
−1 f(t)dt ≈ 3+1

6 (1+4(−1)+5) = 4/3. Trunkeringsfelet uppskattas

till |Rt| ≤ 1
288045 1516 = 1/3. Allts̊a f̊ar vi 1 ≤

∫ 3
−1 f(t)d ≤ 5/3.

2. L̊at e = {1, t, t2, t3} vara en bas för ett vektorrum V med skalärprodukt

〈p(t), q(t)〉 =

∫ 1

−1
p(t)q(t)dt.

L̊at F : V → V vara avbildningen som ges av

F
(
p(t)

)
=

d

dt

(
(t2 − 1)

dp

dt

)
.

(a) Visa att F är en linjär avbildning. (1p)

(b) Bestäm matrisen A för F i basen e. (2p)

(c) Bestäm avbildningens egenvärden. (2p)

(d) Är F symmetrisk med avseende p̊a skalärprodukten? (Tips: Partialintegrera.)
Kan du dra samma slutsats fr̊an matrisen A? Varför/varför inte? (3p)

Lösning:

(a) F är linjär ty

F (αp(t) + βq(t)) =
d

dt

(
(t2 − 1)

d

dt
(αp(t) + βq(t))

)
= α

d

dt

(
(t2 − 1)

dp

dt

)
+ β

d

dt

(
(t2 − 1)

dq

dt

)
= αF (p(t)) + βF (q(t))

(b) F (1) = 0, F (t) = 2t, F (t2) = 6t2 − 2, F (t3) = 12t3 − 6t. Matrisen A för F i basen e
blir

A =


0 0 −2 0
0 2 0 −6
0 0 6 0
0 0 0 12


(c) Egenvärdena till F ges av egenvärdena till matrisen A. De kan läsas av fr̊an diagonalen

och blir s̊aledes λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = 6, λ4 = 12.
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(d) Partialintegration ger

〈F
(
p(t)

)
, q(t)〉 =

∫ 1

−1

d

dt

(
(t2 − 1)

dp

dt

)
q(t)dt

=

[
(t2 − 1)

dp

dt
q(t)

]1
−1︸ ︷︷ ︸

0

−
∫ 1

−1
(t2 − 1)

dp

dt

dq

dt
dt

= −
[
(t2 − 1)

dq

dt
p(t)

]1
−1︸ ︷︷ ︸

0

+

∫ 1

−1
p(t)

d

dt

(
(t2 − 1)

dq

dt

)
dt

= 〈p(t), F
(
q(t)

)
〉

S̊a F är symmetrisk. A är inte symmetrisk p̊a grund av att e inte är en ON-bas. T.ex.
är 〈1, t2〉 =

∫ 1
−1 t

2dt =
[
1
3 t

3
]1
−1 = 2

3 6= 0.

3. Betrakta begynnelsevärdesproblemet (P1) som ges av följande system av differentialekva-
tioner {

x′1(t) = x1(t) + 3x2(t)
x′2(t) = −2x1(t) − 4x2(t)

med begynnelsevillkor x1(0) = 1 och x2(0) = 0.

(a) Lös begynnelsevärdesproblemet (P1) med hjälp av diagonalisering. (4p)

(b) Heuns metod p̊a ett generellt problem y′(t) = f(t, y(t)), y(a) = c definieras av

yk+1 = yk +
h

2
(k1 + k2), k1 = f(tk, yk), k2 = f(tk + h, yk + hk1).

Utför en iteration med Heuns metod p̊a (P1) med steglängd h = 1/2. (2p)

(c) Avgör om Heuns metod är stabil för (P1) med steglängd h = 1/2. (3p)
(Tips: Metoden applicerad p̊a testproblemet y′(t) = λy(t) ger en tillväxtfaktor som
kan användas för stabilitetsanalysen. Alternativt kan diagonalisering användas.)

Lösning:

(a) Med x(t) =

[
x1(t)
x2(t)

]
och A =

[
1 3
−2 −4

]
blir systemet x′(t) = Ax(t).

Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet är det(A − λI) =

∣∣∣∣ 1− λ 3
−2 −4− λ

∣∣∣∣ =

λ2 + 3λ+ 2 = (λ+ 1)(λ+ 2), s̊a egenvärdena blir λ1 = −2 och λ2 = −1.
Egenvektorer till λ1 = −2:[

3 3 0
−2 −2 0

]
∼
[

1 1 0
0 0 0

]
⇒ Egenvektor v1 =

[
−1
1

]
Egenvektorer till λ2 = −1:[

2 3 0
−2 −3 0

]
∼
[

1 3/2 0
0 0 0

]
⇒ Egenvektor v2 =

[
−3
2

]

Detta ger A = TDT−1 med T =

[
−1 −3
1 2

]
och D =

[
−2 0
0 −1

]
.

L̊at y(t) =

[
y1(t)
y2(t)

]
= T−1x(t). D̊a f̊ar vi y′(t) = Dy(t), dvs

{
y′1(t) = −2y1(t)

y′2(t) = −y2(t)
.
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De allmänna lösningarna är

{
y1(t) = c1e

−2t

y2(t) = c2e
−t .

c1 och c2 bestäms av Ty(0) = x(0)⇔
[
−1 −3 1
1 2 0

]
⇒ c1 = 2, c2 = −1.

Det ursprungliga systemets lösning blir[
x1(t)
x2(t)

]
= Ty(t) =

[
−1 −3
1 2

] [
2e−2t

−e−t
]

=

[
−2e−2t + 3e−t

2e−2t − 2e−t

]
.

(b) För (P1) med xk som approximation efter k iterationer f̊ar vi k1 = Axk, k2 = A(xk +
hk1) = Axk + hA2xk s̊a xk+1 = xk + 1

2h(k1 + k2) = (I + hA + 1
2h

2A2)xk. Efter en

iteration f̊ar vi x1 = (I + 1
2A+ 1

8A
2)

[
1
0

]
=

[
7/8
−1/4

]
.

(c) Heuns metod applicerat p̊a testproblemet y′(t) = λy(t) ger yk+1 = (1+hλ+ 1
2h

2λ2)yk
s̊a tillväxtfaktorn blir 1 + hλ+ 1

2h
2λ2. Alternativt kan man använda diagonalisering

p̊a (P1) som ger xk+1 = T (I + hD + 1
2h

2D2)T−1xk = T (I + hD + 1
2h

2D2)kT−1x0.
Matrisen i mitten växer inte om |1 + hλi + 1

2h
2λ2i | ≤ 1. Med v̊ar steglängd och v̊ara

egenvärden f̊ar vi 1 + hλ1 + 1
2h

2λ21 = 1
2 < 1 och 1 + hλ2 + 1

2h
2λ22 = 5

8 < 1 s̊a metoden
är stabil för den här steglängden.

4. L̊at A =


1 1 2
0 1 −1
1 1 0
0 1 −1

 och b =


1
2
3
4

.

(a) Bestäm en kompakt QR-faktorisering av A med hjälp av Gram-Schmidts ortogonali-
seringsprocess. (4p)

(b) Använd QR-faktoriseringen för att hitta en minstakvadratlösning till Ax = b. (2p)

(c) Använd resultatet i b) och lämplig sats för att hitta en icke-trivial vektor i N(AT ). (2p)

Lösning: L̊at A = [a1 a2 a3].

(a) Vi använder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. L̊at

u1 = a1, q1 =
u1

‖u1‖
=

1√
2


1
0
1
0

 ,

u2 = a2 − (q1 · a2)q1 =


1
1
1
1

−√2
1√
2


1
0
1
0

 =


0
1
0
1

 , q2 =
u2

‖u2‖
=

1√
2


0
1
0
1

 ,

u3 = a3 − (q1 · a3)q1 − (q2 · a3)q2 =


2
−1
0
−1

−√2
1√
2


1
0
1
0

− (−
√

2)
1√
2


0
1
0
1

 =


1
0
−1
0

 ,

q3 =
u3

‖u3‖
=

1√
2


1
0
−1
0

 .
D̊a är {q1,q2,q3} en ON bas för V (A).

Q1 = [q1 q2 q3] =
1√
2


1 0 1
0 1 0
1 0 −1
0 1 0


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Med rjj = ‖uj‖ och rij = (qi · aj) för i ≤ j f̊ar vi A = Q1R med

R =
√

2

 1 1 1
0 1 −1
0 0 1

 .
(b) Problemet Ax = b har minstakvadratlösning som ges av Rx = QT

1 b, dvs 1 1 1 2
0 1 −1 3
0 0 1 −1

 ⇒ x =

 1
2
−1



(c) Residualen r = Ax−b =


0
1
0
−1

 uppfyller enligt konstruktion r ∈ V (A)⊥ = N(AT )

enligt satsen om de fyra fundamentala underrummen.

5. Betrakta problemet att minimera f(x1, x2) = 2x42 + x21 + x1x2 − x2 + 2 utan bivillkor.

(a) Gör en iteration med brantaste lutningsmetoden (Steepest Descent), med start i origo
och exakt linjesökning. (3p)

(b) Visa att brantaste lutningsmetoden alltid ger en descentriktning (avtaganderiktning)
i en punkt om punkten inte är en kritisk punkt. (2p)

Lösning:

(a) L̊at x(0) =

[
0
0

]
vara startpunkten. Gradientberäkning ger

∇f(x) =

[
2x1 + x2

8x32 + x1 − 1

]
⇒ ∇f(x(0)) =

[
0
−1

]
⇒ s0 = −∇f(x(0)) =

[
0
1

]
.

Exakt linjesökning kan utföras genom att minimera g(α) = f(x(0)+αs0) = 2α4−α+2.
Stationära punkter: 0 = g′(α) = 8α3 − 1⇒ α = 1/2. De andra rötterna är kompexa

och descentriktning endast för α > 0. Ny punkt x(1) = x(0) + αs0 =

[
0

1/2

]
.

(b) ∇f(xk)T sk = −∇f(xk)T∇f(xk) = −‖∇f(xk)‖2 ≤ 0 med likhet endast om ∇f(xk) =
0. Allts̊a är sk = −∇f(xk) alltid en descentriktning om ∇f(xk) 6= 0.

6. Betrakta det icke-linjära ekvationssystemet

{
2x32 − x1x2 = 1

3x1 + x22 = 0
.

(a) Gör en iteration med Newtons metod med start i

[
1
0

]
. (3p)

(b) Gör en metodoberoende feluppskattning av resultatet i a) uppgiften. (3p)

Lösning:

(a) Problemet kan formuleras som 0 = f(x) =

[
2x32 − x1x2 − 1

3x1 + x22

]
. Jacobianen blir

J(x) =

[
−x2 6x22 − x1

3 2x2

]
. I startpunkten x(0) =

[
1
0

]
f̊ar vi J(x(0)) =

[
0 −1
3 0

]
.

Newtons metod J(x(0))s(0) = −f(x(0)) ger[
0 −1 1
3 0 −3

]
⇒ s(0) =

[
−1
−1

]
⇒ x(1) = x(0) + s(0) =

[
0
−1

]
.
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(b) Metodoberoende feluppskattning av x(1) ges av ‖δx‖ ≈ ‖J(x(1))−1f(x(1))‖. Vi f̊ar

J(x(1)) =

[
1 6
3 −2

]
och f(x(1)) =

[
−3
1

]
s̊a

[
1 6 −3
3 −2 1

]
⇒ J(x(1))−1f(x(1)) =

[
0
−1/2

]
⇒ ‖δx‖ ≈ 1/2.

7. (a) Visa att om A är en kvadratisk matris och PA = LU är en LU-faktorisering med
pivotering s̊a är det(A) = (−1)s det(U), där s är antal radbyten som motsvarar mul-
tiplikationen med P . (3p)

(b) Använd begreppet Rayleighkvot för att bevisa att för en godtycklig m× n matris A
har matrisen ATA endast icke-negativa egenvärden. (3p)

Lösning:

(a) det(P ) det(A) = det(PA) = det(LU) = det(L) det(U) = det(U) p̊a grund av att L är
triangulär med ettor p̊a diagonalen. Determinanen växlar tecken för varje radbyte,
s̊a det(P ) = (−1)s, där s är antal radbyten. Vi f̊ar därför det(A) = (−1)s det(U).

(b) Om λ är ett egenvärde till ATA s̊a finns motsvarande egenvektor u 6= 0 s̊a att ATAu =
λu⇒ uTATAu = λuTu s̊a egenvärdet är Rayleighkvoten

λ =
uTATAu

uTu
=

(Au)TAu

uTu
=
‖Au‖2

‖u‖2
≥ 0.

8. En 10× 3 matris A har en kompakt singulärvärdesfaktorisering (SVD) A = U1Σ1V
T
1 med

Σ1 =

 2 0 0
0 1 0
0 0 10−30

.

(a) Bestäm egenvärdena för ATA. (1p)

(b) Utg̊aende fr̊an singulärvärdesfaktoriseringen beskriv en matris A+ s̊a att x = A+b
ger minstakvadratlösningen till Ax = b och visa detta. Att minstakvadratlösningar
uppfyller normalekvationerna anses välkänt. (4p)

(c) Varför är varken normalekvationerna eller x = A+b lämplig att använda för numerisk
lösning av minstakvadratproblemet? Ange lämpliga m̊att. (3p)

(d) Beskriv ett bättre sätt att numeriskt approximera minstakvadratlösningen. (2p)

Lösning:

(a) Egenvärdena för ATA ges av kvadraten p̊a de singulära värdena. Vi f̊ar allts̊a λ1 = 4,
λ2 = 1, λ3 = 10−60.

(b) Moore-Penrose pseudoinvers ges av A+ = V1Σ
−1
1 UT

1 . Kolonnerna i U1 och V1 är
ortogonala vilket ger UT

1 U1 = I och V T
1 V1 = I. (Obs vi f̊ar inte U1U

T
1 = I.) Om x =

A+b f̊ar vi ATAx = (U1Σ1V
T
1 )TU1Σ1 V

T
1 V1︸ ︷︷ ︸
I

Σ−11 UT
1 b = V1Σ1 U

T
1 U1︸ ︷︷ ︸
I

Σ1Σ
−1
1︸ ︷︷ ︸

I

UT
1 b =

(U1Σ1V
T
1 )Tb = ATb. Allts̊a uppfyller x normalekvationerna s̊a det är en minsta-

kvadratlösning.

(c) Konditionstalet κ(A+) är kvoten mellan största och minsta singulära värdet av A+.

Dessa singulära värden kan läsas ur Σ−11 =

 2−1 0 0
0 1 0
0 0 1030

. Konditionstalet är

allts̊a κ(A+) = 2 · 1030. De singulära värdena för ATA = (U1Σ1V
T
1 )TU1Σ1V

T
1 =

V1Σ
2
1V

T
1 kan läsas ur Σ2

1 =

 4 0 0
0 1 0
0 0 1060

. Allts̊a är konditionstalet κ(ATA) =
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4 · 1060. S̊a stora konditionstal är väldigt problematiskt i ett flyttalsystem, s̊a b̊ada
metoderna är olämpliga.

(d) Trunkerad singulärvärdesfaktorisering approximerarA väl. Motsvarande Moore-Penrose

pseudoinvers kan användas dvs A+
2 = V1

 2−1 0 0
0 1 0
0 0 0

UT
1 istället. Konditionstalet

blir nu κ(A+
2 ) = 2.
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