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TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng &r 60, och betygsgrianserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoing fran 2019 ars bonusuppgifter far tillgodoriknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlasliga 16sningar.

Tentan rattas och bedoms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvirden av en funktion f(¢).

t[-1 1 3
fl1 -1 5

Antag ocksa att f € C*([—1,3]) och [fW(t)] < £ for alla t € [-1,3].

(a) Bestdm interpolationspolynomet genom punkterna.

(b) Simpsons regel approximerar f; f(t)dt genom att integrera interpolationspolynomet
av grad 2 som interpolerar punkterna a, b och (a + b)/2. Hérled Simpsons regel utan
trunkeringsfel. Du far anvinda f;(t —a)(t—"b)dt = —%(b —a)? och trapetsregeln utan
bevis.

(c) Bestdm en approximation med felgrins av ff’l f(t)dt med Simpsons regel eller resul-
tatet i a) uppgiften.

Du far anvianda att Simpsons regel fér approximation av f: f(t)dt har trunkeringsfel
Ry =2275b—a)P’f@() dira <& <

Loésning:

(a) Vi har 3 punkter sa vi behdver ett andragradspolynom. Newtons form &r p(t) =
co+c1(t+ 1)+ co(t + 1)(t — 1). Interpolationsvillkoren ger

p(—=1)=¢p =1
p(l) =co+ 01(1 + 1) = -1
pBB)=co+ca(B3+1)+c234+1)(3—-1)=5

Detta ger ¢cp = 1, ¢; = —1, co = 1, sa interpolationspolynomet blir p(t) = 1 — (¢ +
D4+E+D)t—-1)=t>—t—1.

(b) Simpsons regel ger samma sak som integration av interpolationspolynomet py av grad
2 som intepolerar punkterna a, b och (a + b)/2, vilket ger

bt - e 05 = r(egh)

2
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Vi far ¢g = f(a), c1 = W och f(a) + f(b)gf(a) — e (b—4a)2 — F(2tb) som ger

2
_qp(ath
Cy = 2f(a)+2£)(_al)24f( 2) Vi ser ockss att p2(t) = p1(t) + ca(t — a)(t — b), dér pi(t) ar

interpolationspolynomet i punkterna a och b. Integrermg ger

/bpg(t)dt = /bpl(t)dt—i- c2 /b(t —a)(t—b)dt = f(a)—;f(b)(b —a)— CQé(b —a)®
U5t (@ ar(50) + 1),

dér trapetsregeln och den givna integralen anvints. S& Simpsons regel lyder

[ 10~ [ moa =" (r@+a5(“52) + 1)

(c) Simpsons regel ger f31 f(t)dt ~ 3L (1+4(—1)45) = 4/3. Trunkeringsfelet uppskattas
till |Ry| < 5apd®12 = 1/3. Alltsd far vi 1 < [, f(t)d < 5/3.

2. Lat e = {1,t,t%,#3} vara en bas for ett vektorrum V med skaldrprodukt
1
w(o).alt) = [ pOat)dr
-1

Lat F : V — V vara avbildningen som ges av

F@@»:t%cﬂ—l%%)

(a) Visa att F' dr en linjar avbildning.

(b) Bestdm matrisen A for F' i basen e.
)
)

(c

(d) Ar F symmetrisk med avseende pa skalirprodukten? (Tips: Partialintegrera.)
Kan du dra samma slutsats fran matrisen A? Varfor/varfor inte?

Bestam avbildningens egenvérden.

Losning:

(a) F &r linjér ty

Plap(t) + Ba(t)) = (12 = 1) % (0p(t) + Ba(1)) = o (112~ D) 1 52 (2~ 1))
= aF(p(t)) + BF(q(1))

(b) F(1) =0, F(t) = 2t, F(t?) = 6t> — 2, F(t3) = 12t — 6t. Matrisen A for I i basen e
blir

-2 0
0 —6
6 0
0 12

o O O O
S O N O

(c) Egenvirdena till F' ges av egenvirdena till matrisen A. De kan lidsas av fran diagonalen
och blir saledes Ay =0, Ay =2, A3 =6, \y = 12.
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(d) Partialintegration ger

1
Few)a0) = [ 5@ - 0P )

-1 dt dt
1 1
= [(tz - 1)th)q(t)] o /_1(t2 - 1)%%%
0
1 1
= — [(t2 _ 1)2?])(25)] | +/1p(t):;t((t2 . 1)%)6&
0

Sa F' ar symmetrisk. A ar inlte symmetrisk pa grund av att e inte &r en ON-bas. T.ex.
N 1
dr (1,6%) = [* t3dt = [3t%]_ =2 #0.

3. Betrakta begynnelsevirdesproblemet (P1) som ges av foljande system av differentialekva-

tioner
{ 2 (t) = r1(t) + 3xa(t)
zh(t) = —2x1(t) — daxa(t)
med begynnelsevillkor x1(0) = 1 och z2(0) = 0.

(a) Los begynnelseviirdesproblemet (P1) med hjilp av diagonalisering.
(b) Heuns metod pa ett generellt problem y/(t) = f(¢,y(t)), y(a) = ¢ definieras av

h
Yk+1 = Yk + 5(1131 + ko), k1= f(te,yk), ko= f(tx+ h,yp+ hk1).

Utfor en iteration med Heuns metod pa (P1) med steglingd h = 1/2.

(¢) Avgoér om Heuns metod ér stabil for (P1) med steglingd h = 1/2.
(Tips: Metoden applicerad pa testproblemet y'(t) = Ay(t) ger en tillviixtfaktor som
kan anvéindas for stabilitetsanalysen. Alternativt kan diagonalisering anvindas.)

Losning:
(a) Med x(t) = [mg(t) } och A = [_2 _4} blir systemet x'(t) = Ax(t).
Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet &r det(A — A\I) = 1__2)\ _ 43_ N ’ =

A2 43X +2=(A+1)(\+2), s& egenviirdena blir A\; = —2 och Ay = —1.
Egenvektorer till \; = —2:

3 310 1 11]0 -1
[_2 —QO]N[O OO]iEgenvektorvl—[ 1]

Egenvektorer till Ao = —1:

2 3|0 1 3/210 I
[_2 —SO]N[O 0 O]:> Egenvektoer—[Q]

Detta ger A =TDT ! med T = [‘f _23] och D = [_02 _01].

Lat y(t) = {z;g;] =T~ !x(t). Da far vi y'(t) = Dy(t), dvs {yl



t) =
De allménna lésningarna &r yi(t) = cre t
y2(t) = C2€
a -1 3|1
c1 och ¢ bestims av Ty(0) =x(0) & | |* " || = a=2,a=—-1

Det ursprungliga systemets 16sning blir
zi(t)] =1 =37 ([2e7 %] [-2e% 43¢t
|:$2(t):| =Ty(t) = [ 1 2 —e | T 2e7% —2e7t |7

(b) For (P1) med x; som approximation efter k iterationer far vi k1 = Axy, ko = A(xx +
hki) = Axg + hA%xg s& X1 = X + sh(ky + ko) = (I + hA + $h2A?)x,,. Efter en
. C e 1 7/8

_ 1 142 —
iteration far vi x; = (I + 54 + gA®) [0] = [_1/4].

(¢) Heuns metod applicerat pa testproblemet y'(t) = Ay(t) ger yp41 = (1+hA+3h2AY)y,
sa tillvaxtfaktorn blir 1 + AX + %hQ/\2. Alternativt kan man anvénda diagonalisering
pa (P1) som ger x;41 = T'(I + hD + $h®2D?)T %, = T(I + hD + 1h2D?*)FT~1x,.
Matrisen i mitten viixer inte om |1 4+ hA; + £h?A7| < 1. Med var steglingd och véara
egenvirden far vi 1+ hA; + $h2A} = < 1 och 14 hAz + $h?A3 = 2 < 1 s& metoden
ar stabil for den hér steglangden.

1 1 2 1

. 01 — 2

4. Lat A= 11 0 och b= 3
01 -1 4

(a) Bestdm en kompakt QR-faktorisering av A med hjilp av Gram-Schmidts ortogonali-
seringsprocess.

(b) Anvénd QR-faktoriseringen for att hitta en minstakvadratlosning till Ax = b.
(c) Anvind resultatet i b) och lamplig sats for att hitta en icke-trivial vektor i N(AT).

Losning: Lat A = [a; ag a3).

(a) Vi anvinder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. Lat

1
u=a, q l L]0
1=ai, qi= =— :
il V2|1
0
1 17 0 0
1 1 0 1 us 1 1
uy = az — (q1 - a2)qs 1 \[ﬂ 1 ol BTl T 5 0]
1 o] |1 1
2 1 0
—1 1 0 1 1
u3 = a3z — (q1-a3)qr — (g2 -a3)qz = 0 _\@ﬁ 1 _(_\@)\ﬁ ol =
-1 0 1
1
q us 1 0
3= = —=
usl] 2| -1
0
Da &r {q1,qg2,q3} en ON bas for V(A).
1 0 1
1 01 0
QIZ[Q1Q2QS]:72 10 -1
01 O
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Med rj; = [Ju;|| och ri; = (q; - a;) for i < j far vi A = Q1R med

11 1
R=v2|0 1 -1
00 1

b) Problemet Ax = b har minstakvadratlosning som ges av Rx = Q7'b, dvs
( g som g 1

1 1 1 2 1
01 -1} 3 = x= 2
00 1 |-1 -1
0
(c) Residualenr = Ax—b = (1) uppfyller enligt konstruktion r € V(A4)+ = N(AT)
-1

enligt satsen om de fyra fundamentala underrummen.

5. Betrakta problemet att minimera f(z1,72) = 225 + 2% + x129 — 22 + 2 utan bivillkor.

(a) Gor en iteration med brantaste lutningsmetoden (Steepest Descent), med start i origo
och exakt linjesokning.

(b) Visa att brantaste lutningsmetoden alltid ger en descentriktning (avtaganderiktning)
i en punkt om punkten inte &r en kritisk punkt.

Loésning:
(a) Lat x(© = [ 8 ] vara startpunkten. Gradientberdkning ger

0 0

271 + 2 o :| = 0= —Vf(x(o)) — [ .

V) = [ 873 + 21 — 1

} = Vﬂx@):[

Exakt linjesokning kan utfoéras genom att minimera g(a) = f(x(94-asp) = 204 —a+2.
Stationiira punkter: 0 = ¢’(a) = 8a® — 1 = a = 1/2. De andra rotterna #r kompexa

och descentriktning endast for o > 0. Ny punkt x() = x(©) 4 a5y = [ 1(/)2 ] .

(b) V(i) sk = —VI(x)TV(xR) = —||Vf(xx)||?> < 0 med likhet endast om V f(x3) =
0. Alltsa dr s = —V f(x}) alltid en descentriktning om V f(xj) # 0.

2;1:% —x1x9 =1

6. Betrakta det icke-linjira ekvationssystemet )

1
(a) Gor en iteration med Newtons metod med start i [ 0 ] .

(b) Gor en metodoberoende feluppskattning av resultatet i a) uppgiften.

Loésning:
23@ —x120 — 1 . .
(a) Problemet kan formuleras som 0 = f(x) = 9 . Jacobianen blir
31 + x5
[ 2 623 —xy © _ | 1| e o oy_ | 0 —1
J(x) = [ 3 50y } I startpunkten x"% = 0 far vi J(x\%) = L

Newtons metod J(x(?)s®) = — f(x(0) ger

0 -1} 1 ©_ | —1 1) _ 0 0 _1] O
{3 0_3] = S —[_1] = XV =xV/ 48V = ERE
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(b)

7. (a)

(b)

Metodoberoende feluppskattning av x(1) ges av ||0x| ~ || J(xM)~1f(xM)|. Vi far
1 6 -3
My = (1Y — o
J(xY) [3 _2} och f(x\V) [ 1 } sa

[1 6 3

A I I T (e I I T

~1/2

Visa att om A &r en kvadratisk matris och PA = LU &r en LU-faktorisering med
pivotering sa #ar det(A) = (—1)° det(U), dér s dr antal radbyten som motsvarar mul-
tiplikationen med P.

Anvind begreppet Rayleighkvot for att bevisa att for en godtycklig m x n matris A
har matrisen A7 A endast icke-negativa egenvirden.

Losning:

(a)

(b)

det(P) det(A) = det(PA) = det(LU) = det(L) det(U) = det(U) pa grund av att L &r
triangulér med ettor pa diagonalen. Determinanen véxlar tecken for varje radbyte,
sa det(P) = (—1)°, dér s dr antal radbyten. Vi far darfor det(A) = (—1)° det(U).
Om \ iir ett egenviirde till A7 A sa finns motsvarande egenvektor u # 0 sa att A7 Au =
Au = ul AT Au = Au’u sa egenviirdet #r Rayleighkvoten

5= u/ATAu  (Au)TAu | Aul?

= = > 0.
u’u u’u |all?2 —

8. En 10 x 3 matris A har en kompakt singulirvirdesfaktorisering (SVD) A = U; %1 V{! med

(d)

2.0 0
01 0
0 0 1073

Bestdm egenvirdena for AT A.

Utgaende fran singulirvirdesfaktoriseringen beskriv en matris A" si att x = A'b
ger minstakvadratlosningen till Ax = b och visa detta. Att minstakvadratlésningar
uppfyller normalekvationerna anses vilként.

Varfor #r varken normalekvationerna eller x = A™b ldmplig att anviinda fér numerisk
16sning av minstakvadratproblemet? Ange ldmpliga matt.

Beskriv ett béttre sdtt att numeriskt approximera minstakvadratlosningen.

Loésning:

(a)
(b)

Egenvirdena for AT A ges av kvadraten pa de singulira virdena. Vi far alltsa \; = 4,
A =1, A3 = 1099,

Moore-Penrose pseudoinvers ges av AT = VlZl_lUlT . Kolonnerna i U; och Vj ér
ortogonala vilket ger U] Uy = I och V{T'V; = I. (Obs vi far inte U1U{ = 1.) Om x =
A*b far vi ATAx = (U, VO)TU S, VPV 70T = s UT UL 5157 U =

S~—~— S~ N—
1 1 I

(U121 Vi) Tb = ATb. Alltsa uppfyller x normalekvationerna sa det ir en minsta-
kvadratlosning.

Konditionstalet x(A™) dr kvoten mellan stérsta och minsta singuliira viirdet av A™.

2710 0
Dessa singuldra virden kan ldsas ur 21_1 = 0 1 0 . Konditionstalet &r
0 0 10%
alltsa k(A1) = 2-10%. De singulira virdena for ATA = (U1 VD)TU SV =
4 0 0
ViX2Vl kan lisas ur 2 = | 0 1 0 |. Alltsi #r konditionstalet (AT A) =
0 0 1090
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4 -10%, S4 stora konditionstal #r vildigt problematiskt i ett flyttalsystem, sa bada
metoderna &r olampliga.

(d) Trunkerad singuldrvirdesfaktorisering approximerar A vil. Motsvarande Moore-Penrose

2710 0
pseudoinvers kan anvindas dvs Ay = V; 0 1 0 |U{ istillet. Konditionstalet
0 00

blir nu x(AF) = 2.



