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TMAG671 Linjiar algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgrianserna ar 30 fér 3 (godkéind), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoiéng fran 2019 ars bonusuppgifter far tillgodoriknas.

Renskriv dina l6sningar, ldamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga losningar.

Tentan rittas och bedoms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. (a) Visa att N(AT) = V(A)* for godtyckliga m x n matriser A.
-1 1 2
(by Lat A=| 1 —1 | ochb=| 2 |.Bestdm minstakvadratlésningen till proble-
1 -2 —1
met Ax = b.

(c) Anvind (a) uppgiften for att verifiera att residualen i (b) uppgiften &r ortogonal mot
kolonnrummet V' (A).
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2. Betrakta funktionen f(z) = — foér 1 < < 4. Lat p(z) vara interpolationspolynomet som

interpolerar f i punkterna z =1, x =2, x = 4.

(a) Bestdm interpolationspolynomet p(x).

(b) Generellt giller for interpolationsfelet att

Fr(e)
pn(z) — f(z) = —m(ﬂc —zo)(x — 1) (2 — 2n),
dar ¢ ligger nagonstans mellan {xg,x1,...,2n, x}. Anvind detta tillsammans med

lamplig skattning av f(*T1)(¢) for att uppskatta interpolationsfelet i 22 = 3 och jAmfor
med exakt |p,(3) — f(3)]-

(¢) Vad innebdr Runges fenomen?

(d) Uppskatta f14 f(x)dx med trapetsmetoden. Utnyttja endast funktionsvérdena iz =1,
r=2x=4.

3. Betrakta ekvationen 0 = f(z) = In(x) — 3z + 4.

(a) Visa att ekvationen har exakt en rot pa intervallet (1,2).
(b) Utfor en iteration med Newtons metod med initialvérde zo = 1.

(c) Som alternativ till Newtons metod kan man ténka sig att skriva om problemet som
4+1
x=q(x) = 4+ In(z) eller z = go(x) = exp(3z — 4) och anvinda sig av fixpunktsi-

teration. Vilken av funktionerna g; eller go ar lampligast? Motivera vil.
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4. Lat A= | 1 3 —2] ochlat (x,y)a = xT Ay.
-2 -2 6

(a) Bestdm samtliga egenvirden till A och baser f6r motsvarande egenrum.
(Tips egenvirdena &r positiva heltal. Determinantberikningen kan eventuellt férenklas
genom att summera raderna.)
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(b) Utfor en ortogonal diagonalisering av A, dvs diagonalisera med hjéilp av en ortogo-
nalmatris.

(c) Visa att (-,-)4 utgor en skaldrprodukt pa R3.

(d) Bestim en ON-bas for R? med avseende pa skaldrprodukten (-,-) 4.
(Tips anvind gérna resultatet i (b))

5. Betrakta problemet att minimera f(z1,z2) = %x% + x129 + (1 + 22)? utan bivillkor.

(a) Newtons metod ger en sokriktning d i punkten % = (0 1)7. Bestim d.
(b) Avgor ifall d &r en avtaganderiktning (descentriktning).
)
)

(c

(d) Visa att steglingden i (c) uppgiften ar oberoende av f och startpunkten x sa linge
f &r deriverbar tillrickligt manga ganger och Hessianen ar inverterbar i X.

Utfor en iteration linjesdkning med Newtons metod i riktningen d med start i x.

6. Betrakta begynnelsevirdesproblemet som ges av foljande system av differentialekvationer

~

{ zi(t) = —x(t)
zh(t) = 9z1(t) — 10x2(t)

med begynnelsevillkor z1(0) = 1 och z2(0) = 0.

) Bestdm en exakt 16sning till begynnelsevirdesproblemet.

) Avgor ifall problemet dr asymptotiskt stabilt.

(c) Utfor tva iterationer med Eulers framatmetod med stegléngd h.
)

For vilka reella steglangder h &r Eulers framatmetod stabil.

7. (a) Cauchy-Schwarz olikhet séger att [(x,y)| < ||x||||y| med likhet om och endast om x
och y &r linjirt beroende. Utgaende fran detta bevisa triangelolikheten och ange nér
likhet giller.

(b) Antag att A &r en inverterbar matris. Beskriv en singulérvardesfaktorisering (SVD) av
A~ uttryckt i de ingdende matriserna i en singuliirvirdesfaktorisering av A. Beskriv
de singuldra virdena for A~! uttryckt i de singulira virdena for A.

c 1 2

8. Betrakta matrisen A = [ 130

] ,dédr 0 < ¢ < 1 ar en parameter.

(a) Bestdm en LU-faktorisering utan pivotering av matrisen A.
(b) Bestam en LU-faktorisering med pivotering av matrisen A.

(¢) Bestam konditionstalet for L matriserna fran (a) och (b) uppgifterna med avseende
n
pa matrisnormen ||B|loc = max Z |bij| och forklara varfor pivotering ar viktigt.
1<i<n £
.]:
(d) Forklara hur LU-faktorisering kan anvindas for att 16sa ekvationssystem pa formen
Ax = b dir A &r en n X n matris och ange en fordel jamfort med Gauss-elimination.



