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TMAG671 Linjar algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgrianserna ar 30 fér 3 (godkédnd), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoing fran 2019 ars bonusuppgifter far tillgodoriknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga losningar.

Tentan rittas och bedoms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Antag att matrisen A har en LU-faktorisering A = LU déar L &r okdnd, men
10 2 =30
U=10 2 -1 1 1
00 0 1 O
(a) Bestdm storleken av matrisen L och ange dess diagonalelement.
(b) Bestdm en bas f6r nollrummet N(A) till matrisen A.

(c) Bestdm en bas for ortogonala komplementet till V' (AT).
Loésning:

(a) L &r en 3 x 3 matris med ettor pa diagonalen och nollor 6ver diagonalen.

(b) U #&r radekvivalent med A sa Ax =0 < Ux = 0. Vilj x5 och x5 som parametrar ger

I —4 0
1+ 2x3 —3x4 =0 To 1 -1
x3 s
200 —x3+ x4 +25=0 & |z3| =] 2 ?+ 0 >
x4:0 T4 0 0
xIs O 2

Alltsa utgor {[—4 12 00]7,[0 =1 00 2]} en bas for N(A).

(c) Satsen om de fyra fundamentala underrummen ger att V(AT)t = N(A) s& basen
fran b) uppgiften utgor dven en bas for V(AT)+L.

2. Lat V = C]0, 1] vara vektorrummet av reella kontinuerliga funktioner pa intervallet [0, 1]
med skalarprodukt

och lat U vara det underrum av V som spénns upp av {1,t,¢2}.

(a) Visa att (p(t),q(t)) &r en skaldrprodukt.

(b) Bestam en ortogonal bas for underrummet U. Du far vid behov anviinda att
! 1
/(&?—m+1fﬁ_..
0 5

(c¢) Bestam ortogonalprojektionen av p(t) = cos(tr) pa underrummet U. Du far vid behov

anvanda att
2 2

1
—, 2 cos(mt)dt = ——=.
2 /0 (nt) 2

1
/ t cos(mt)dt = —
0
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(d) Bestim matrisen for avbildningen F(p(t)) = (t — 1)p/(t) + p(1) i basen {1,¢,t%}.

Losning:

(a) Den &r symmetrisk: < fo t)q(t)dt = (q(t),p(t)), linjar i forsta argumen—
tet: (ap(t) +br(t),q jb ap(t) +br(t))q ( dt-—(zjb (t)q dt+—bjb q(t)dt =
a(p(t),q(t)) + b{r(t ), ( )). Vi har dven (p(t fo (t)%dt > 0. Pa grund av

kontinuitet far vi dven att likhet endast kan galla om p(t) = 0 pa hela intervallet.
Utan kontinuiteten hade p(t) kunnat vara nollskild pa t.ex. enstaka punkter. Vi drar
slutsatsen att det ar en skaldrprodukt.

(b) Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess pa p; = 1,p2 = t,p3 = +2 ger
up =p1 =1, (u,u) = (1,1) =1 =1 = 1,
1
_ 2 17,
=p2— (pa,er)er =t —(t,1) =t — <uQ7u2> /O t? —t+ 1dt =

?6%2¢E@—%%2¢&%—1%
uz = p3 — (p3,e1)er — (p3,ea)es = t2 — (t2,1) — (t2,2t — 1)3(2t — 1)

12

1
1
:tl—é—é3@t—1):t2—t+éx&mimgzié(&?—6t+1fdt:5
= e3 = V5(6t% — 6t +1).

Svar: {1,v/3(2t — 1),V/5(6t2 — 6t + 1)} utgér en ON-bas for U.
(c) Projektionen av p(t) = cos(tmw) pa U &r

1
(p(t),e1)er + (p(t), e2)ea + (p(t), e3)es = /0 cos(tm)dt

1 1
+3(2t—1) / (2t — 1) cos(tm)dt + 5(6t> — 6t + 1) / (6t% — 6t + 1) cos(tm)dt
0 0

3@p—n@ﬂ?)+5mﬁ 6#+D®%§—6:2) i?@t—n

T2

Har har fol cos(tm)dt = 0 och integralerna fran uppgiften anvénts.

(d) F)=t-1)0+1=1F#t)=(t—-1)+1=t F{t*) =(t—1)2t+1=2t> -2t + 1.
Uttryckt i basen {1,¢,2} blir saledes matrisen for avbildningen

1 0 1

01 -2

00 2
—x1 +3z9 — 3|

3 _
3. Betrakta funktionen f(x) = [ xy —xo +1 ]

(a) Berikna Jacobianen av f(x).
(b) Finn en approximativ 16sning till f(x) = 0 genom att gora en iteration med Newtons

metod med start i [ﬂ .

(c) For vilka startpunkter kommer forsta steget i Newtons metod misslyckas?

Lo6sning:
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(b) Lat x(O = [ﬂ Vi far J(x(0)) = _31 _31 , f(xO) = _11} Newtons metod ger
_ 1/4 3/4
(1) = x(0) _ (O0Y=1 £(x(0)y = x(0) _ =
x X JxI)THf(xP) =x [_1/4} [5/4}

(c) Jacobianen dr singulir om 0 = detJ(x) = 927 — 1 = 9(z1 — 1)(21 + 3). S& for
alla startpunkter med z; = £1/3 men godtyckligt o kommer forsta iterationen
misslyckas.

1 -1
4. Lat A=|1 1
-1 -1

(a) Bestim samtliga egenvirden till matrisen B = AT A och baser fér motsvarande egen-

rum.
(b) Visa att en matrisen CTC' #r symmetrisk oavsett hur matrisen C' ser ut.
(c) Bestam de singulédra virdena for matrisen A.
(d)

)

(e) Varfor anvénds inte karakteristiska ekvationen nir man goér numerisk berikning av
egenvirden till stora matriser? Ange tva anledningar.

Bestam konditionstalet ko(A) for matrisen A.

Losning:

(a) B = E’ :ﬂ Karakteristiska ekvationen dr 0 = det(B — ) =

3—A 1
1 3—-A

A2 — 6\ +8 = (X —4)(\—2), s egenviirdena blir A\; = 4 och \y = 2.
Egenvektorer till A\; = 4:

-1 110 -1 110 1
[1 _10]~[0 OO}iEgenvektorvl—[l]

Egenvektorer till Ao = 2:

1 110 1 1/0 .
{1 10}N[0 00}j EgenvektorVQ_[ ) ]

Svar: {v;} utgor en bas for egenrummet tillhérande egenviirde A = 4 och {va} dr en
bas for egenrummet till A = 2.

(b) (CTCT =0T (CT)T = 0T C sa CTC #r symmetrisk.

(c) De singulira virdena till A dr roten ur egenvirdena till AT A = B. Alltsa o1 = 2 och
[ ﬂ

(d) Konditionstalet #r ko(A) = o1/02 = V/2.

(e) Karakteristiska ekvationen bygger pa determinant berdkningar, men for stora matri-
ser kraver determinant berikningarna extremt mycket jobb, sa det vill man undvika.
Om man val har hittat det karakteristiska polynomet maste man bestidmma rétterna.
Den numeriska stabiliteten for detta blir simre och sdmre ju hogre gradtal man har,
sa detta vill man ocksa undvika.

5. Antag att A = QR &r en 5 X 3 matris, Q har ortogonala kolonner och R &r en kvadratisk
uppat triangular matris med rang 3.

a) Visa att alla minstakvadratlésningar till Ax = b ges av 16sningarna till Rx = Q' b.
(a) g g g

(b) Ar 16sningen unik? Motivera.

Loésning:
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(a)

(b)

(a)
(b)
()

Med hjalp av Gram-Schmidt kan vi skapa en 5 x 2 matris sa att Q = [Q Q2] dr en

ortogonalmatris s att Iy = QQT = Q Q2] [gﬂ = QQT + @2Q7T. Kolonnerna i Q
2

och Q9 &r ortogonala mot varandra sa Pythagoras sats ger

|Ax — b|> = [QRx — b||> = |QRx — QQTb — Q2Q%b|* = |Q(Rx — QTb)||* + [|Q2Q%b|?

= (Q(Rx — Q™))" Q(Rx — Q"b) + (Q2Q3b) Q203 b

= (Rx - Q"b)"QTQ(Rx — Q"b) + (Q3b)" Q5 Q2Q3 b

= (Rx—Q"b)"(Rx — Q"b) + (Q3b)"Q3b = | Rx — Q"b|* + | Q3 b|>.
Detta minimeras om Rx — QTb = 0. Vi har anvint att Q7Q = I3 och QgQg =1
som bara siger att kolonnerna #r ortogonala. Observera att QQT # I.

Ja, 16sningen dr unik. R &r en 3 x 3 matris med rang 2, sa N(R) har dimension 0.
Saledes finns endast en unik minstakvadratlosning.

6. Betrakta begynnelseviardesproblemet som ges av féljande system av differentialekvationer

{a:’l(t): 3x1(t) — 2xa(t)
2h(t) = 2x1(t) — 2x2(t)

Bestam en exakt 16sning till begynnelsevérdesproblemet med begynnelsevillkor z1(0) =
1 och z2(0) = 2.

Vad hénder asymptotiskt om begynnelsevirdena &ndras till z1(0) = 1 och x2(0) =
2 — 3e for nagot litet tal € £ 0. Vad séger detta om systemets asymptotiska stabilitet?

Utfor en iteration med Eulers bakatmetod med steglingd h = 1/4 och begynnelse-
villkor z1(0) = 1 och z2(0) = 2.

Lo6sning:

(a)

— 1 (t) _ |3 =2 : 1) —
Med x(t) = [302(15) } och A = [2 2] blir systemet x'(t) = Ax(t).
. . - . 33—\ =2
Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet &r det(4A — A\I) = 9 9\ T

A2 =X —=2=(A=2)(A+1), s& egenviirdena blir \; = 2 och Ay = —1.
Egenvektorer till A\; = 2:

1 =210 1 =210 2
[2 _40]~[0 0 0}:>Egenvektorv1—[l}

Egenvektorer till Ao = —1:

4 =210 2 -1|0 1
[2 _10]~[0 0 O}: EgenvektorVQ—[ }

Detta ger A=TDT ' med T = [? ;} och D = [g _01]

Lat y(t) = {yl(t) ] = T~ 'x(t). Da far vi y/'(t) = Dy(t), dvs

ya(t) yh(t) = —ya(t)
t) = 2t
De allménna l6sningarna ar n(®) 0167 .
ya(t) = coe
N 2 1|1
c1 och cg bestims av Ty (0) = x(0) < | 9lo|Ta= 0,c0=1
Det ursprungliga systemets 16sning blir

i =mvo=[7 o) [ 2] =]
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S . 1 2 1 1 _ —1_
(b) Omv11stalletharTy(0)—[2_36}@[1 22_3€:|:>01—6762—1 2e. Detta

ger
)] _ o () 2 1 ee?t [ (1 —=2e)e + 2ee?
xo(t) | YW=11 2 (1 -2 |~ | 2(1 —2¢)e ! +ee?
Vi ser att en liten stérning av begynnelsedata gor att l6sningen divergerar istéllet for
att konvergera mot [0 0]7. Alltsa dr systemet inte asymptotiskt stabilt.
(¢) Eulers bakatmetod ger x() = x(© + pAx(M) o (1 — hA)x(M) = %O, Med h = 1/4

behover vi saledes 16sa

R R ]

7. (a) Formulera och bevisa Cauchy-Schwarz olikhet for ett generellt vektorrum. Kom ihag
att ange nér likhet géller.

(b) Antag att A dr en reell symmetrisk matris. Om A har ett egenvirde pa formen
A =a+ibmed a,b € R. Kan man da sidga nagonting om b? Bevis krévs.

Lo6sning:

(a) Se sats 2.1 och dess bevis i Linjér algebra boken.

(b) Se sats 4.10 och dess bevis i Linjér algebra boken. Detta visar att b maste vara 0.

8. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvirden av en funktion f(¢).

t] 1 32 2
fl1i3 1 2/3

Antag ocksa att f € C3([1,2]) och [fO)(t)| < 4, |fP(t)] < 240 for alla t € [1,2].

(a) Approximera f’(3/2) sa noggrant som mojligt och skatta approximationsfelet.
Du far anvéinda att centraldifferens for f/(t) ger trunkeringsfel —éh2 fON&) dért—h <
E<t+h.

(b) Varfoér kan man vid numeriska berdkningar inte vilja h > 0 vildigt litet i centraldif-
ferens formeln d&ven om man kan berdkna vilka funktionsvirden som helst?

(c) Approximera integralen f12 f(t)dt med felgrins med hjélp av Simpsons regel

[ o= 250 (s a5 () + 500

med trunkeringsfel Ry = ;=27%(b — a)’fA(€) dir a < € < b.

Lo6sning:

(a) Centraldifferens ger

1oy _ 3)
) = - L9
Med ¢t = 3/2 och h = 1/2 far vi
: _ @) -FM) 1 11 .
732 = F2EE - 0 = o ()
/ o 1e 1
= |7 - 3| < 5191 < §

Svar: f/(3/2) ~ 1/3 med felgrins 1/6 < f'(3/2) < 1/2.

5 VAND!

(4p)

(4p)

(3p)

(2p)

(2p)



(b) Vid berdkning av f(t + h) — f(t — h) far man kancellationsfel pa grund av att man
subtraherar tva néstan lika stora tal. Avrundningsfelet forstiarks vid division med h.

Om h blir for litet blir detta felet stérre &n trunkeringsfelet.
()
2 21 5
[ swae =25 (s ar(5) + 1) = ¢

Trunkeringsfelet |Ry| < 5279|f @(g)|



