Loésningar TMA682 Tillimpad Matematik K2/Bt2, 5 poing, 05-01-13

1. Los foljande differentialekvation for ¢ > 0 med hjélp av Laplacetransform

y"(t) +y(t) = cos(t),  y(0)=y'(0) =1.

Losning: Laplacetransformering ger
s

2Y (s) — sy(0) — y'(0) + V(s) = ——
s7Y (s) = sy(0) —y'(0) + Y (s) 1 —
21V (s)—s—1=—
(s +1)Y(s) — s T “—
2 L)Y (s) = —— 1
(s +1)Y(s) S2+1+s+ =
s s+1 1d 1 s 1

Y(s) = = = ——— .
() (s2+1)2 s2+1 2d352+1+32—|—1+52—|—1

Fran tabellen har vi att

Litf(t)](s) = —F'(s), och Lisin(bt)](s) = JCRT) _I:_b2=
varfor ar d 1
_Eg?—H = L[tsm(t)]

och 16sningen ar, genom invers Laplacetransformation

Svar y(t) = %tsin(t) + sin(t) + cos(t) = (1 + %) sin(t) + cos(t).

2. Bestdm approximationsfelet

= (@) - §@) de.

da f(z) = 2%, 0 <z < 1, och II; () #r dess styckvis linjéra interpolant i partitio-
nen zg =0, 21 = 1/2, och x5 = 1.

Losning: Vi har att

i 0<z<1/2
_ 5y >S4 >
IL f(z) = { 2(3z—1), 1/2<2<1,
vilket ger
1/2 4 1/2
H1f(az):/ —a:da:+/ =3z —1)dx
0o 2 0
212 17(3z—1)371
(1) =1 1
2 [ 2 ]0 + 2[ 6 ]1/2
1,5 63
16 16 16 8
Eftersom
1 3.1 1
‘ x
2 der = |=| =<,
@) /0 = [3] =3
da far vi genom subtractionen (1)-(2) att
1
3 1 1
Svar e—’/o (Hlf(’r)ff(’l‘)) dm—gfg—ﬂ
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3. Funktionen f(x) =z, 0 <z <1 &r periodisk med perioden 1.
(a) Utveckla f i Fourierserier.
(b) Bestam seriens summa for z = 0 och z = 1.

L6sning: a) Vi har att perioden 2L = 1. Fourierkoefficienterna ar da

1 2L k 1
a =7 /0 Z COS %az dr = 2/0 x cos(2kmx) dx,
1 2L k T 1
b = z/o msin%dm :2’/0 xsin(2knx) dx.
Med hjilp av partial integration far vi att
1
(l(]:]., (lk:O, ]{'750, bsz—.
km

Darfor kan vi skriva

1 sin 2k7rT
~5a Z

b) Bade x =0 och z =1 &r dlskontlnultetspukter och darfor &r, see figuren,

S(0) = 31F0%) + F0-)] = 50+ 1) = 5
S(1) = SUF) + F0-)] = 0 +1) = 5.

4. (a) Formulera den styckvis linjira, kontinuerliga finitelementproceduren, dvs
(VF) och (FEM), f6r randvérdesproblemet

—u"(z) =1, 0<xz<I1, u(0) =a, u'(l) =4
(b) Berdkna styvhetsmatrisen och lastvektorn da intervallet &r indelad i 2 lika

delintervall med noderna z¢g = 0, 1 = 1/2, och zo = 1.

Losning: Hir dr en allménnare 16sning:
Multiplicra pde:m med en test funktion v med v(0) = 0, integrera 6ver z € (0,1)
och anvind partial integration:

1 1
— [u'v]f + / u'v' de = / vdx =
Jo Jo

(3) —u'(1)v(1) + u'(0)v(0) +/0 u'v' dx :/0 vdr <

1 1
— Bu(1) —|—/ u'v' dr = / vdz.
0 0

Den kontinuerliga variationsformuleringen dr nu som féljande: Bestdm

(VF) weV :={w: /] (w( )2+ w' () ) dr < oo, w(0) = a},

Jo
sa att

1 1
/ u'v' dr = / vdr + po(l), Yo e VP,
Jo Jo
déar :
0= {v: / (1}(37)2 + 1}'(.7:)2) dz < oo, wv(0)=0}.
Jo

For den diskreta versionen, 1at 7, vara en likformig partition: 0 = 2y < 7 <
. < w41 av [0,1] till delintervallen I,, = [z,,—1,%,], n =1,... M + 1. Hér har vi
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M -stycken interna noder: x1,...xp, och tva randpunkter: zg = 0 och zpr41 =1
och varfor M + 1 intervaler.

Finitaelement metoden (diskreta variationsformuleringen) &r nu som foljer: Finn

(FEM) U €V}, := {wp, : wy, is piecewise linear, continuous on T, wy(0) = a},
s& att
1 1
4) / U'vy, dz = / vp dx + Bop(1), Yo € V2,
Jo Jo
déar

V) := {vp, : vy, is piecewise linear, continuous on 7y, v4(0) = 0}.

Vi anvénder basfunktioner ¢;, 7 = 0,...M + 1, dér ¢1,...pum &r de vanliga hat-
funktionerna medan ¢g och @pr41 &r semi-hat-funktioner viz;

0, z ¢ [xj-1,2)]
(5) pi(z) =4 ==L z;<z<z; j=1,...M.
Tiy1—x

Tj ST S Tjp

och

() = wll:w 0<z <> () = n vy <z < Ty
volt) = 0, T <z<1"”’ PME1LT) = 0, 0<z<azpy.

Alltsa, vi kan skriva nu

Vh:OK(POEB[(P1,---,(PM+1], Vh(,]:[(pla"'n(pM+1]'

Med andra ord varje U € V} kan skrivas som U = ayqg + vy, where vy, € V,?, ie.,

M1
U=apo+&g +.. . Empr1pmer = apo + Z §ipi = apo + U,
i=1
dar U € VY, och dirmed problem (4) kan, ekvivalen formuleras som: Finn &, ... {41

sa att

M+1

1 1
[ (oot + X &el)dhdr= [ gidot o). g=1 041,
J0O i=1 J0O

som in sin tur kan skrivas som

M+1

1 1 1
Z(/ ‘P;‘P;dm)fi:*/ w&wgdm+/ pjdr+Bp;(1), j=1,...M+1,
Jo J0O J0

i=1

eller som A = b dédr A = (a;;) &r den tridiagonala matrisen med elemenr

a; =2, aii41 =aip1;=—1, i=1,...M, and apy1,M+1 = 1,
dvs,
[ 2 -1 0 0 ... 0 0]
-1 2 -1 0 ... 0 0
1
A=2
h
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 1

V.g.V.
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och den okdnnda vektorn £ och datan b dr som

& | foj prde —a [y ot de ] h+ ta
& fo o dx h
E=| b= | =
Em [01 pr dz h
[ a1 J | Jo oms1de + Bearia (1) ] [ e J

Nu tillbaka till 16sningen till uppgift 4: Da har vi h = 1/2 och M = 2. Alltsa
2 -1 0 4 =2 0
A:2[71 271-|:|772 472-|
[ 0 -1 1 J [ 0 —2 2 J

and the unkown ¢ and the data b are given by

& fol 1 dﬂf—afol popy dx 1/2 4+ 2a
E=1 & |, b= | [ gda = 1/2
& fol w3 dx + B3 (1) 1/4+5

5. Bestédm l6sningen till f6ljande inhomogena virmeledningsproblem:

U = Ugy, O<z<L, t>0,

u(0,t) =0, u(L,t) =1, t>0,

u(z,0) =27 -1, 0<z<L.
Losning: Vi homogeniserar ekvationen genom att sidtta v = u — s, dér skall s,
satisfirar den stationéra versionen av differentialekvationen med den inhomogena
randvillkoren:

s"(x) =0, s(0)=0, s(L)=1.

Vi har att s(z) = Az + B, ddr s(0) = 0, ger B = 0, och s(L) =1, ger A = 1/L.

Alltsa .
s(x) = T
Insdttning i differentialekvation ger en homogen ekvation for v:
Vi = Vg, O<z<L, t >0,
v(0,t) =0, v(L,t) =1, t>0,

v(z,00=2F -1-F=F-1, 0<z<L.

Vi bestdmmer v med variabelseparationstekniken: Sétt v(z,t) = X (2)T(t) # 0.
Da ger DE for v TT’ = XTH = ), och vi far 2 separata ODE, en f6r X och en for 7"
X"—AX =0, X(0)=X(L)=0, och T'=T.

For T far vi 16sningen
T(t) = T(0)eM.
For att bestdmma X har vi foljande 3 alternativ:
Fall. \=0.Daér X(z) = Az+B. X(0)=0= B =00ch X(L)=0=—= A =0.

Detta innebér att X (z) = 0, som &r en moségelse eftersom vi soker icke-triviala
(noll-skilda) 16sningar.

Fall I1. A > 0. Da &r X (z) = AeY*® + Be— Ve,
X(0)=0= A+B=0
X(I)=0= AeVA 4 Be VA =0 = AeVAE(1- e 2VA) <0,
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Allsd A = B = 0 dven i detta fall som ger en motségelse som i Fall I. Varfor endast
A < 0 kan ge icke-trivialla 16sningar:
Fall TII. A < 0. Da géller X (z) = Asin(v/—Az) + B cos(v/—Ax).

X0)=0= B=0
{X(L)—O: = Asin(v/-AL) =0(A#£0) = V-AL=nm, n=12,...

Allsa har vi egenfunktioner och egenvirdena:
2
Xn(x):sinn%x, /\:_(n_n) , n=1,2,....

Superposditionen ger
e ()
_ | nm o7
v(z,t) = Z Cne \"/ sin -

For att bestiamma C), har vi att

0):ZCnsinn%a::%—l.
n=1

Alltsd ar C,, Fourier sin %—koefﬁcienterna for £ —

T
2 T

L
o Cn:z/o (Z—l)sinn%da:
2{( 1) Lcoqnﬂ'r’/Lleqnﬂ'm]_Q
LU'L nm Llo J, Lne L1

Slutligen far vi 16sningen for den ursprungliga, inhomogena differentialekvationen

som: )
2 i ( ) . nm
- — in—auz.
72 S 17 T

BI'—‘

u(z,

m:e

6. Formulera och bevisa Riemann-Lebesgue Lemma. Hénvisad resultat maste
formuleras (bevis av detta behdvs inte).

Losning: See foreldsningsanteckningar.

7. See foreldsningsanteckningar. Visa att 16sningen u € V' till Poissons ekvation
—u'"'=f 0<z<l, u(0) = u'(1) = 0,

minimerar energifuktionalen
11 1
F(v) = —/ (v")? dx —/ fvdz,
2 Jo 0
dirveV ={v: ||| + ||| < oc, v(0) = 0}.
Losning: See foreldsningsanteckningar.
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