Lésningar TMA682 Tillimpad Matematik K2/Bt2, 5 poing, 04-11-23

1. Lat = vara minstakvadrat 16sningen av Az =~ b med residualen r = b — Az, och

1 0
A=1|2 4
3 2
Vilka av foljande vektorer kan vara en tankbar residual r?
-2 —4 —4
a. 1 b. 1 c. -1
0 -2 2

Losning: Vektorn Az ar en linjar kombinationen av kolonnvektorer; a; och as,
i A. Residualen r = b — Az &r ortogonal mot bada a; och as. Dvs, vi behtver
kontrollera om a, b, eller ¢ ar ortogonal mot bada a; och as.

a-a1=[-21 0] ; =0, a-ay=[-21 0 2 =4#£0=
’ - a kan inte vara resid2u§1 vektor
bragj=[-4 1 —2] ; =—-8#0, b-ag=[-4 1 —2] 2 =0=
: ’ : b kan inte vara residu&:Ll 2ve:ktor
c-a=[-4 -1 2] ; =0, c-ap=[-4 -1 2] 2 =0=
3 2

¢ #r en tinkbar residual vektor

2. Los foljande differentialekvation for ¢ > 0 med hjalp av Laplacetransform

y'(t) + 3y(t) = sin(t), y(0) = —1.

Losning:
1
y(t) DY (s), y'(t) D sY(s) —y(0) = sY (s) + 1, sin(t) D 21
Varfor Laplacetransform ger
Y(s) +1+43Y(s) = 1 = (s +3)Y( )—L—l—_—s2
sY (s )= 51 s )= 57 = 2T
Alltsé
Y(i)= ————.
®=ET D6+
Partialbraksuppdelning av hogerled:
—s? _As+B C (A+(C)s?+(BA+B)s+3B+C
(s2+1)(s+3) s24+1  s+3 (s2+1)(s+3) ’

Identifiering av koefficienter ger

3B+C =0=C=-3B (i)
344+B =04 B= 34— C=94 (i

A+C =-18 44194=—1,
1
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Vi far allts

—1 3 -9
A:— B:— = —
10° w ‘T
dvs 1 3 1 9 1
- S
Y(s) = — S _9
=01t 0211 10513

Inverstransform ger

1
(3sint — cost — 9e%%).

y(t) = 10

3. Bestdm den linjéra interpolanten av

flx) = %xz + cos(z), —-r<z<m,
dar intervallet [—m, 7] delas in i 4 lika delintervall.
Lésning:

Med 4 lika delintervall far vi noderna: zg = —m, 1 = —7/2, 2 = 0, 23 = /2 och
x4 = w. Observera att eftersom f ar en jimn funktion, riacker det att bestimma
interpolanten pa, t.ex. hdgre halvan av intervallet [—m, 7] och sedan spegela pa
y-axeln. Vidare, hégre nodernas funktionsvirde &r:

[0 =1, f(x/2)=1=[f(-7/2) [f(m)=3=f(-m)

Om nu II; f &r den linjéra interpolanten sa blir det

IILif(z) =1, —m/2<z<7/2
I, f(z) = Az + B, T/2<z<T
I, f(x) =Cz+ D, —r<zr< -T2,

dir A, B, C och D &r konstanter.

Mif(n/2) =1 = FA+B=1
T, f(m) =3 = 7nA+B=3.

Detta ger A =4/7 och B = —1. P4 samma satt far vi
Mf(-n/2) =1 = FC+D=1
ILy f(—m) =3 = -—aC+D=3.
Alltsd C = —4/m och D = —1. Eller
—-1-4z, —7w<z<-7/2
I f(z) = 1, —w/2<z<7/2
—1+ 2y, /2 <z <.
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4. (a) Bestdm den analytiska l6sningen till randvirdesproblemet
—u"(z)+u(z)=1, 0<z<1, u(0) = u(1) = 0.

(b) Dela in intervallet i 3 lika delintervall med noderna zg = 0, 1 = 1/3, 5 = 2/3
och z3 = 1. Berdkna fér hand den styckvis linjdra finita element 16sningen U pa
denna partition.

Lésning: (a) u"(x) + u/(z) = 1 har karakteristiska ekvationen: —r? +r = 0, med
rotterna r1 = 0 och ro = 1. Darfor ar
up(z) = C1 + Cae”,
en homogen 16sning. Vidare, har ekvationen en partikuldrlésning som u,(z) = Az.
Insdttning av partikuldrlosningen i ekvationen ger A = 1. Allts4, vi har att:
w(z) = up(z) + up(z) = C1 + Cre” + z.

Randdata ger

u(0)= C1+C2 =0,

u(l): CI+C2€+1:07

som har 16sningen C; = —L; och C, = =L Alltsa exakta l6sningen &r:

u(x):x-i-e%l(l—e””).

(b) Med homogena randdata och partitionen zo = 0, zy = 1/3, 22 =2/3, 25 = 1,
behéver vi bara basfunktioner ¢; och ¢; med p;(z;) = 6;5, i =1,2, j =1,2,3,4:

3z, 0<z<1/3, 0, 0<z<1/3,
(@) =4 —3z+2, 1/3<2<2/3 ¢u(x)=4 3¢—1, 1/3<z<2/3
0, 2/3<x<1, —3r+3, 2/3<zx<1

Variationsformuleringen &r

1 1 1
(VF) / u'v'da:+/ u'vdwz/ vdz, Yv €V,
0 0 0

dir V,, C Hj sa att
Vi, = {v : v &r styckvis linjor, kontinuerlig ,v(0) = v(1) = 0}.
Vi soker FE 16sningen U(z) € V}, som uppfyller (VF). Dvs vi s6ker

(1) U(z) = &pi(z) + E202(),
si att

1 1 1
(FEM) / U'v'd;v+/ U'vdac:/ vdz, Yv € V.
0 0 0

Nu genom att volja v som basfunktioner ¢; och s, och stoppa in U fran (1) i
(FEM) far vi foljande matris ekvation for att bestimma nodvirdena & = U(xy)
och & =U(xs):

1 1 1 1 1
/ P11 / P19 | [ g / P19 / P1es | 1 g / P1
0, 0, [ ]+ 0, 0, [ ] — 0,

o o 62 ' / 52
P21 Pap2 P26 P2P2 ®2
0 0 d 0 0 0

I vanster ledet ovan farsta koefficientmatrisen ar vadran massmatris och den andra
ar convektionsmatrisen. Allsa vi har att

NN ERGIAET]

v.g.v.
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Detta skriver i kompakt form som

e TR ]

17 19
U(z) = 6Dt (z) + 6—D<;02($)7
dvs
17(3z) = Iz,
U(z) = Eg—a)x D+ B Br+]) = b+, 1/3<s<2/3
=\ © BT el sl
2 (—3z+3) = a5(-z+1)

5. Bestdm den 27-periodiska Fourierserie-utvecklingen av f(z) i problem 3.

[g]:%[sh

Déar D = 36 — 35/4. Allsa ar & = 17/6D och & = 19/6D, och vi har

0<z<1/3,

2/3<z<1.

|

Losning: f &r en jamn funktion; darfar b, = 0 for allan = 1,2,.... Vi rdknar nu
1 /7 2 [T
an = — f(z) cos(nz) dx = —/ f(z) cos(nz) dx.
T™J_x ™ Jo
Vi har att o 74 5 4 143
. 22 L
a0_7r/0 (7r2$ +COS(;L')) de. 7r7r2[3]
och
2 [Tr4
an =—/ (—2:1:2 + cos(x)) cos(nz) dx
™ Jo ™
(2) 2 ™ 4 2 ™
— 2 —
—;/0 ¥ cos(nx) dx + ;/0 cos(z) cos(nz)dx := 1 + II.
Vi har att
24 ,sin(nz)7™ " sin(nx)
(! ‘/0 (22) === dr)
16 —cos(nx)1™ ™ — cos(nx)
3 = —— _—_— —_ _—
®) w3 ([m n? ]0 /0 n?
16 16
= —Wﬂ'( - cos(mr)) = W(—l)”,
och 2
0, n#1l
= { 1, n=1
Alltsa, vi far
16 16
CL]_:].—F, GHZW(—I)TL, TL:2,3,....
Darfor Fourierserie-utvecklingen av f(z) blir da
4 16 16 o= (=1)"
flz) = 3 (1 - ﬁ) cos(z) + = 2 3

6. och 7. See foreldsningsanteckningar.

MA



