TMAG682, Teorifragor infor tentamen

1. Antag a € R. Verifiera foljande Laplacetransformer

S a

Licos(at)](s) = s Lisin(at)](s) = T

2. Formulera och bevisa “andra shift-lagen” for Laplacetransformer:

LIf(t—T)0(t—T)] =e T°F(s).

3. Visa att om funktionen F' ar periodik med perioden P, sa ar

/:JFP F(z)dzx

oberoende av a.

4. Lat f(z) vara en 27m-periodisk funktion. Visa att om

o0
f(x): Z Cneinw’
n=—00
sa ar

1 " —ine
C, = %/W f(z)e " dx.

5. Visa att om funktionen f ar 27-periodisk och Riemann integrerbar pa
[, m]. C, ar de komplexa Fourierkoefficienterna till f. Da &r

o s

1
Yo IGP< o / |7(6)2d8,  (Bessel’s olikhet).

n=—00 nd



10.

11.

. Formulera och bevis Riemann-Lebesgue Lemma.

Antag f ar 2m-periodisk kontinuerlig, f’ ar styckvis kontinuerlig. Visa
att om ay,, b,, C, ar F-koeff. for f, och a}, b och C! F-koeff. for f'.
Da ar

a,, = nby, b, = —nay, C,, = inC,.

Om f ar 2w-periodisk och f’ ar syckvis kontinuerlig pa R, da

sL(6) —>% FO)+ 0], N—oo.  Sh0) =3 Culf)em.

Antag att f € C?(a,b). Visa att det finns interpolationskonstant C;,
oberoede av f och intervallet (a,b), sa att for linjar interpolantion IT; f
har vi foljande feluppskattningen:

ML f = flliw(ap) < Cilb = a)?[| "] Los(as)
Betrakta partiella differentialekvationen
!
—(a(x)u'(z)) = f, 0<z <1, (PDE)
u(0) =u(1) =0, (RV).

Verifiera att finitelement 16sningen: U € V¥ ar den bésta approximativa
16sningen av (PDE)-+(RV) i energinormen: Dvs visa att Vv € V)2,

1 1/2
(= UY|la < [l = v)[la < Cil[h"]lo lela=(/0aw2dw) ,

med V}? := {styckvis linjira kontinuerliga v med v(0) = v(1) = 0}.
Betrakta randvardesproblemet
!

(BVP) —(a(:c)u’(:c)) = f, 0<z <1, (PDE)

u(0) = u(l) =0, (RV).

Ange en variationsformulering (VF) och en minimeringsproblem (MP)
for (BVP) och visa att

(BVP) < (VF) <= (MP).
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Betrakta partiella differentialekvationen [A posteriori feluppskattning]
!
—(a(w)u'(z)) —f O0<z<1,  u(0)=u(l)=0.

Visa att det finns interpolationskonstant C;, som beror endast av a, sa
att for finitelement l6sningen U giller att

[(uw —U)'|a < Cil|hR(U)||q-1, RU) = (aU') + f éar residulen.

Formulera och Bevisa Poincares olikhet.
Betrakta foljande ODE:

u(t) +a(t)u(t) = f(t), 0<t<T, u(0) = uy.
Visa foljande stabilitetsuppskattningar:

() a(t) > a>0= |u(t)] < e *|uy| + é(1 - e*at) max [ £(5)].

@) alt)> 0= ult)] < uol + [ 1£(5)] d.

Betrakta partiella differentialekvationen

u—u"=0, 0<z<l1l, t>0,
u(0,t) = u(l,t) =0, u(x,0) = ue(z).

Visa foljande stabilitetsolikheter:
d
(@).  Zllull®+2[l]* =0.
®).  ul Ol < e uoll.

Betrakta foljande, 1-dimensionell, vagekvation:

i —u" =0, 0<zx<l1, t>0,
u(0,t) = u(l,t) =0,
u(z,0) = ug(x), U(z,0) = vo(x).

Visa att den totala energin ar konstant (konservering av energin). Dvs,
visa att

1 1
§||U||2 + §||u'||2 = Constant.



