Matematik Chalmers
Tentamen i TMA683 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2016-01-09; KL 14:00-18:00

Telefon: Mohammad Asadzadeh: 0703-088304.

Hjilpmedel: Endast utdelad (véind textlappen) tabell. Kalkylator ej tillaten.

Varje uppgift ger max 5 poéng.

Betygsgrinser, 3: 12-17p, 4: 18-23p och 5: 24p- Losningar/Granskning: Se Hemsidan, kursdagbok.

1. Betrakta ordinéra differentialekvationen:
u(t) + a(t)u(t) = f(t), 0<t<T, u(0) = up.
Antag att a(t) > 0. Visa foljande stabilitetsuppskattning:

t
1) )] < ol + [ 17(5)as.
2. Anvénd Laplacetransformer och 16s ekvationen:

¢

(2) y'(t) + 3/ y(T)cos(t — 7)dr =sint  y(0) = 1.
0

Ledning: Anvind faltningsformel (se tabellen).

3. a) Antag att b dr en positiv konstant. Beskriv den fullstéindiga approximationsproceduren med
¢G(1) metoden for foljande konvektion-diffusion problem

(3) — (@) +bu'(x) = f(z), wel=(0,1)
u(0) =2, wu(l)=3.
b) Bevisa en a priori feluppskattning i cG(1) for problem (3) i energinormen ||w||g = ||w’||1, (1),

4. a) Bestdm Fourierutvecklingen av sagtandsfunktionen

(4) f(z) = 2z, 0<z<1,
med perioden 2L = 1.

b) Anvind resultatet i a) och berikna summan av serien

1
P
n=1

5. Anviind variabelseparationsmetoden och bestdm u(z,t) for vagekvationen

Upt = Ugq — U, O<ax<l, t>0,
(5) u(0,t) = u(1,t) =0, t>0,

uy(z,0) =0, 0<z<l,

u(z,0) =z, 0<z<l

6. Betrakta foljande randdvérdesproblem

—eu” (x) + zu'(x) + u(z) = f(z), xel:=(0,1)
) L w6

diir € dr en positiv konstant och f € Lo(I). Visa att
llew” || < 1111,
dér || - || & Lo(I)-normen.
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Table of Laplace Transforms and trigonomerty

tf(t) —F'(s)
" f(t) (—1)"F(s)
e U f(t) F(s+a)
f=T)0(t-1T) e T3 F(s)
f(@) sk(s) — f(0)
f7(@) s°F(s) — sf(0) — f'(0)
7 (1) SF(s) — 3 sm (o)
k=1
frydr £
0 s
o(t) %
Ak T
E Sn+1
e—at 1
s+ta
cosh at = j pe
sinh at =2 ﬁ pe
cos bt ﬁ
. b
sin bt po
tsin bt/(2b) s/(s% + b%)?

(f*g)(t) = / (gt — ) dr

2sinasinb =

= cos(a — b) — cos(a + b)

2sinacosb =

= sin(a — b) + sin(a + b)

2cosacosb =

= cos(a — b) + cos(a + b)




TMAG683 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2016—01-09; KL 14:00-18:00. Lésningar.

1. Se Kompendiet/Féreldsningsanteckningar.

2. Laplacetransformering med y(0) = 1 ger

s 3s 1 5% +2
sY(s) —y(0) + 2+1 (s) 241 S+52+1 (5) +52+1 s2+1
s3 +4s 5242 s%+2

YVis)= > "% Y(s)= "=,
s2+1 (s) s2+1 (s) $3 +4s
Vi har att ) )
2 2
Y(s)= ot = 2y = 1L

s3+4s s3+4s  s34+4s 244
Dér identifiering av koefficienter i partialbraksuppdelning fér andra termen I1:
2 A Bs+C
s3 +4s :;—’— s2+4
ger att A =1/2, B=—1/2 och C = 0. Alltsa

Slutligen har vi

Déarmed far vi att
1
y(t) = 5(1 + cos(2t)).

3. a) Multiplicera ekvationen med v € H}(I) = {v : ||v|| + ||[v'|| < 0o, v(0) = v(1) = 0}

1/2
och integrera 6ver I. Hir || o || = (f] |o|? dx) ar Lo-normen.

Genom partial integration och med hénsyn till randdata far vi foljande variationsproblem:
Finn u € HY(I) := {w : |Jw|| + ||w'|| < 00, w(0) =2& w(1) = 3} s& att

(7) /I(u’v’ + bu'v) = /va, Yo € HY(I).

Observera att H'(I) presenterar 16sningsrummet medan Hg (1) dr testrum.
En motsvarade Finitelement Metod med ¢G(1) formuleras som: Finn U € V,, C HY(I) sé att

(8) /WW+wmz/ﬁ,WeWCEWL
I 1
dér
Vi, = {wp, : wy, 8r styckvis linjédr och kontinuerlig i en partition av I, wp(0) =2, wp(1) = 3}.
och
V¥ = {v : v #r styckvis linjér och kontinuerlig i en partition av I, v(0) = v(1) = 0}.
Lat nu e =u — U, da ger (7)-(8) att
(9) /(e’v’ +be'v) =0, Yvely, (Galerkin Ortogonalitet).
I
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Observera att p.g.a. e(0) = e(1) = 0, far vi

(10) /Ie’e = %/I%(ez) = %(62”(1) =0.

b) A priori feluppskattning: Genom att anvinda (9) och (10) far vi

lel|% = ||€/H2Lz(1) = /Ie’e’ dx = /I(e’e’ere'e) = /I (e’(uf U) + be' (u — U))

= {tmpu med 7y, € V), } = / (e'(u —mpu + mpu — U) + be' (u — mpu + mhu — U)) dx
I

= ./1 (e’(u — mpu) + be' (u — whu)) dr + /I (e'(whu —U)" + be' (mpu — U)) dx
= {Eftersom (mpu—U) € V2, (9) =} = /I (e'(u — mpu) + be' (u — Whu)) dr < {C - S}

< ll(w = mp) | €'l + bllw = mpullle'l] < Cofllhu”]| + blIR>u" | }e']|-
Detta ger, med h= konstant, att
lelle < Ci(h+bh?)|[u"|.

4. Observera att f(t) — 1 &r en udda funktion (se figuren nedan)

) f(®) =1 (udda)
t
} t 1

01234

a) f(t) —1 =2t —1 dr udda med perioden 2L = 1(L = 1/2). Vi har att a,, = 0 och
9 L 1/2
by = Z/0 [f(t) — 1]sin (%”t) dt = 4/0 (2t — 1) sin(2mnt) dt

-1 1/2 1/2 1 _9
= 4[(27,‘ - 1)% cos(Zﬂnt)] - 4/ 2. Py cos(2mnt) = —.
0

0 ™n nm

Alltsa
2
)—1= by, sin(27nt) = — — sin(27nt).
f@) E sin(27nt) f@) - gz - sin(27n

n=1

b) Eftersom a,, = 0, Parsevals formel =

L o
%/[f(t)fl]zdt:z:bi 22 :/ t71)2dt:§
L n=1 T
Alltsa

1 2
Yo

n=1

5. Variabelseparation ger med ansatsen u(z,t) = X (2)T(t) # 0 X"T = XT' — XT eller L= =

)g(” — 1=\ — 1. Med homogem raddata ir fér X (x), A < 0. Sétt A = —u?. Detta ger

X" = \X, T = (A= 1)T.
{ X(0) = X(1) =0.

(Obs! A > 0 &r e egenvirde ty, da for man p.g.a. X(0) = X (7) = 0, den triviala 16sningen). Alltsa

A= —pu? < 0= X(z) = Acos uzx + Bsin pz.
2



X(0)=0=A=00ch X(1)=0= Bsinp=0 {B#0} = p=mnn. Dirmed
A\p = —(nm)?, X (z) = sinnmz, n=12,...

For T giller da
T" = (A= 1)T = Tp(t) = Ay, cos (\/n27r2—|—1 -t) +Bn< n2m? +1~t>7 n=1,2,....
Superposition ger den allménna lésningen till DE som uppfyller RV i x-led
u(z,t) = Z sin(nma){A, cos vVn2n2 +1-t+ B,siny/n?m2 +1-t}.
n=1
Villkoret uj(z,0) = 0 ger att

Z B, v/ n?7m? + 1sin(nrzx) = 0.
n=1

Alltsa &r B,, = 0. Vidare u(z.0) = = ger

! ~1 1 S| —2 —2(-1)"
A, = 2/ xsin(nrz) de = 2 [m— cos(mrx)} - 2/ — cos(nmz) de = — cos(nw) = ———
0 nm 0 0 N nw

nm

Vi har att
-1 n+1

2 oo
u(z,t) = = Z ()il sin(nma) cos (\/ n2m24+1- t).
™ el n
6. Multiplicera ekvationrn med —eu's och integrera éver vI:

1 1 1
(11) llew" 1|2,y — 6/ zu'u” dx — 5/ wu' dx = / (—eu) f da.
0 0 0

Men med partial integration

1 1 1 1
/ /v dz = [PI] = [zu/”]} — / (v + zu" ) de = {u'(1) = 0} = —/ W’ dr — / zuru” dz.
0 0 0 0

Alltsa
1 1,
/ xu/u/'d:c:ff/ v dz.
0 2 Jo

1 1 1
2 2
/ wu” dx = [uu’](l)—/ u dx:—/ o' dx.
0 0 0

Vidare

Inséttning i (11) ger att

1 1 1
(12) llew11Z,ry +§/ u'”® dx+€/ o da :/ (—eu”) f dx.
0 0 0
Detta ger
1
(13) lleu" |2, (1) < /O (—eu")fdzw < {C' = 8} < |lew ||, 1 f Lo ()-
Alltsa

llew | Locry < NFlLany-
MA



