Matematik Chalmers

Tentamen i TMA683/TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2,
2017-08-17, kl 14:00-18:00

Telefon: Olof Giselsson, 031-772 5325

Hjalpmedel: Endast tabell pa baksidan av tesen. Kalkylator ej tillaten.
Betygsgranser, 3: 12-17p, 4: 18-23p och 5: 24-30p

Losningar /Granskning: Se kurshemsidan.

1. Anvind Laplacetransformen for att 16sa differentialekvationen
y' () +3y' () +2y(t) =1, t>0
y(0) =1, y(0) = -1

2. Bestdam den styckvis linjiara interpolanten till

f(z) = %(m —m)? —cos?(x — g)

da intervallet [—m, 7] delas i 4 lika stora delintervall.

3. a) Bestéim Fourierserien till den 2-periodiska funktionen

f(x):{(), —-1<z<0

1, O<zx1

b) Anviind resultatet i a) f6r att berikna summan

4. Hérled variationsformulering och finita element-formulering, samt berikna den styckvis
linjira finita element-16sningen till randvirdesproblemet

u’(z) + ' (x) — 3u = —1, x € (0,1),
u(0) = /(1) =0,

pa en likformig partition 7, av intervallet [0, 1] med steglingd h = 1/2.
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5. Los varmeledningsekvationen

Upy = Ut — 1, xz € (0,1), t>0,
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, z € (0,1)

med hjilp av variabelseparationsmetoden.

6. Visa att om L[f(¢)](s) = F(s) sa géller foljande Laplacetransformer:

)
a) L[f'(1)|(s) = sF(s) - £(0),
b) LIf"(t)](s) = s*F(s) — s£(0) — f(0).
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Tabell med Laplacetransformer och trigonometriska formler

tf(t) —F'(s)
t"f(t) (=D F™)(s)
et f(t) F(s+a)
fE=T)0(t—T) e TsF(s)
f(t) sF(s) — f(0)
f(@t) 5°F(s) — sf(0) = f'(0)
F(t) s"F(s) =Y s" 7k rh(0)
k=1
' frydr F
0
1

o(t) 3

t" 1
n! sn+l

—at ]'
€ s+ a
cosh at = i 2
sinh at = i 2
cos bt ﬁ

b b
sin bt m

t . b S
% sin m

1 . 1
2 (sin bt — bt cos bt) [CFEE

2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)

2sinacosb = sin(a — b) + sin(a + b)

2cosacosb = cos(a — b) + cos(a + b)
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Loésningar.

1. Laplacetransformering med y(0) = 1 och y/(0) = —1 ger, eftersom L[1] = L[§(t)] = 1

b

1
s2Y (s) — sy(0) — 4/ (0) 4 3sY (s) — 3y(0) 4+ 2Y (s) = =
1 Lost2 1 L1
s(s2+35+2)  s2+4+3s+2 s(s+1)(s+2) s+1

1
(52+38+2)Y(s):g+s+2:>Y(s):

Partialbraksuppdelning ger
1 A B C
s(s+1)(s+2) B g+s—|—71+ 5+2
dér vi kan anvinda handpaldggning eller multiplicera ihop och fa ekvationssystemet
A+B+C= 0
3A+2B+C= 0
2A= 1

med 16sningen A =1/2, B=—1, C = 1/2. Alltsa

Y (s) 11 1 +1 1 n 1 1 1+ 1
S) = —— — — = - —
2s s+1 2s+2 s+1 2\s s42
1

:y(t):§(1+6_2t), t>0

1

s—a’

dér vi anvéint att L[] =

2. Da intervallet [—7, 7] delas in i 4 delintervall fas nodpunkterna {—m, —7/2,0,7/2, 7}. Funktio-
nens vérde i dessa punkter ges av
z | —m —m/2 0 /2 v
f@) | 4 5/4 1 —3/4 0

Pa varje delintervall [a, b] ges den styckvis linjéra interpolanten m f av

b—=x T—a

71 (1) = F(@)oa(@) + FB)(2) = fla)p—s + [(0) 7

Genom att sitta in ovanstaende virden for varje delintervall fas

Z(=im—G2), wel-m-n/2)
g 12(G-4e),  wel-m/20)
f(z) %(%—237)7 z€[0,7/2)
2(3x43s), zelr/2,7

I figuren nedan visas hur de bada funktionerna ser ut.

3. a) Funktionen f(z) ér varken jimn eller udda. Man kan direkt rikna ut cos- och sin-koefficienter
genom att stoppa in i formlerna, men man kan ocksa notera att g(z) = f(x)— % ar en udda funktion

(med véirdet £ pa intervallet (0,1)). Om vi gér detta far vi att

JR— . /nT 2 [t . (nm
f(z) = 3 +;bn sin (Tx> med by, = Z/o g(x) sin (Tx) dz, n=0,1,...
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2 f — f(x)

— mf(x)

FIGUR 1. Funktionen f(x) och den styckvis linjéra interpolanten 7 f(x) i uppgift 2.
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FIGUR 2. Den 2-periodiska funktionen f(z) i uppgift 3.

diar 2L =2, dvs L =1. Alltsa ar for n =1,2, ...,
1

1
1 1
by = 2/0 3 sin (nmzx) doe = {—m cos (mrx)]

1= (=" {O, n jAmnt

0

=, nudda

nmw 2
Darfor ar

’I’L

sm(mrx) = % + ,;1 ﬁ sin((2k — 1)7x).

;z::

b) Om vi séitter = 1/2 i Fourierserien ovan, far vi

1 2 (—1)F 2
f(1/2) = f—i—z 2k sm((2k—1)7r/2 5 ;Zék ;S,
n=1

dir S dr den sokta summan (eftersom sin ((2k — 1)7/2) = —(—1)¥ — kolla i enhetscirkeln fér
k=1,2,3,...). Viloser ut S och far S = —7%.
4. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € V, dér

V= {v:[|v]|Ly0,1) + |[V[|Lac0,1) < 00, v(0) =0}
2



och integrera &ver [0,1]. Notera att Neumann-randvillkoret «/(1) = 0 inte ger nagot villkor pa
testfunktionerna v. Genom partialintegration och med hénsyn till randdata far vi foljande varia-
tionsproblem: Finn u € V sa att

1 1
(1) / (iu’v’ +u'v — 3uv)dr = 7/ vdr, YveV.
0 0

En motsvarade Finita Element Metod med ¢G(1)-metoden (styckvis linjira 1osningar) formuleras
som: Hitta U € V}, sa att

1 1
1
(2) / (EU/U/ +U'v —3Uv)dx = —/ vde, Yv eV,
0 0
dar
Vi, = {v : v dr styckvis linjéir och kontinuerlig i en partition av [0, 1] med steglingd h, v(0) = 0}.

Vi ansétter U(x) = &1o1(x) + Eapa(x) dar

pl@—wj1), @€ zj1,1))
pj(r) = $(z;—x), welrjz), Jj=12
0 annars

ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna x; = j/2, j = 1,2. Notera att ¢ &r en “halv
hatt”.

Vi siitter in U(z) = &o1(z) + &ap2(x) 1 (2) och viljer testfunktioner ¢ = ¢;, ¢ = 1,2. Vi far da
ekvationssystemet

(iA+C—3M>5:b,

/
J
med element Cj; = fol cpiap;dx, i,7 = 1,2, och M &r massmatrisen med element M;; = fol pipjde,
7,7 = 1,2. b ar hogerledsvektorn med element b; = —fol widr, i = 1,2 och & = (&,&)7T &r
16sningsvektorn.

dér A #r styvhetsmatrisen med element A;; = fol pholde, 1,7 = 1,2, C' dr konvektionsmatrisen

Beriikning av matriselementen ger (eftersom ¢ ér en halv hattfunktion) att

e e e

h h

2 2

6

For hogerledsvektorn far vi by = —h, och by = —h/2. Med h = 1/2 far vi alltsa ekvationssystemet
12 —1+}0 1_141 51__12
21-1 1 21-1 1| 4|1 2|) &~ 41|
0 —1/4] [a]  [-1/2
—5/4 1/2 | |&| T |-1/4

5. Viser att ekvationen dr inhomogen. Ansétt darfor u(x,t) = v(x, t)+S(z) och sétt in i ekvationen
och randvillkoren:

eller

(Losningen &r & = (1,2)7.)

vy = Ve + 57 (x) + 1, z € (0,1), t>0,
0(0,8) + S(0) =0, v(1,£)+S(1) =0, t>0,
v(z,0)+ S(z) =0, x € (0,1).
Vi ser att om S(x) uppfyller
S’ (x) = -1, x€(0,1), t>0,
S0)=0, S1)=0
sa 1oser v(z,t) det homogena virmeledningsproblemet
UVt = Uz, x € (0, 1), t >0,
v(0,t) =0, o(1,t)=0, t>0,
v(z,0) = =S(z), z € (0,1).
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Integration tva génger och inséttning av randvillkoren for S(z) ger att S(z) = —4x(z —1). Vi har
alltsé att v(z,0) = sz(z — 1).
For att bestimma v(x,t), satt v(z,t) = X(x)T(t). Inséittning i differentialekvationen f6ér v ger
X'"T = XT' eller 7// = T = A. Vi har sett att med homogena randvillkor &r A < 0. Sitt
A = —pu?. Detta ger
w2 X =0, T = —p2T.
{xo v o
Losningen for X (x) dr da
X (z) = Acos ux + Bsin px.
X0)=0=A=00ch X(1)=0= Bsinp=0 = p=nz (ty B =0 ger trivial 16sning). Vi
har alltsa
[y = —NT, X, (x) = B, sinnnz, n=12....
For T géller da
T, = — 2T, = T,(t) = Ce~ ™" n=12. ..
Superposition ger den allmédnna 16sningen

o0
= Z Bne_(””)Qt sinnmx.
n=1
Fran begynnelsevillkoret fas att

v(z,0) = zz(x — 1) Z B, sinnnz,

och vi ser att B, ir Fourier-sinus koefficienter for funktionen 1z(z — 1) pa intervallet (0,1):

1 1 1
1 1 1
B, = 2/ —z(z — 1) sinnra dr = [x(w —1)— cos nwm] +— | (2z —1)cosnmzdx
0 2 nm e=0 "7 Jo

: 1 2 [t
= ()2 (22 — 1) sinnmz],_, — (7171‘)2/0 sinnwz dz
- # [cosnmal’_g = (n%)g (-1~ 1)

Alltsa &r 16sningen
och
1 2 e~ ()" =1 .
u(z,t) = S(x) +v(z,t) = 5:17(1 —)+ — Z L(f”z”?t sin nrx

6. Se Fourier-héftet, sats 1:7.
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