Matematik Chalmers
Tentamen i TMA683 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2016-04-02; KL 8:30-12:30

Telefon: Edvin Wedin: ankn 5325

Hjilpmedel: Endast utdelad (véind textlappen) tabell. Kalkylator ej tillaten.

Varje uppgift ger max 5 poéng.

Betygsgrinser, 3: 12-17p, 4: 18-23p och 5: 24p- Losningar/Granskning: Se Hemsidan, kursdagbok.

1. S6k med Laplacetransformation en funktion y(t) som satisfierar ekvationen
y"(t) — 2y(t) = 8costsinht, y(0) =¢'(0) = 0.

2. Bevisa en a priori feluppskattning f6r ¢G(1)-finitelementlésning av randvirdesproblemet
—u"(z) + b/ (z) + u(z) = f(z), x€l:=]0,1]; uw(0) = u(1) =0, b>0,
i energinormen: |[v||p med |[v]|% = [[v[[Z, ;) + [[V'|[7, ;) For vilka b virden ar felet optimalt?
3. Funktionen f(x), = € [0, 7] dr definierad enligt
_ | sinz, 0<z<m/2

f(x)—{ 0, /2 <z <.
Utveckla f(x) i cosinusserie med perioden 27. Ange speciellt de 6 forsta termerna i serien som &r
#0.
4. Betrakta randvéirdesproblemet:
(1) —u"(z) =2, 0<z<l, u'(0) =4/(1) =1.
Lat xg = 0, 1 = 1/2 och z = 1 vara en partition av intervallet [0,1] och V, (h = 1/2)
motsvarande finitelement funktionsrum bestaende av styckvis kontinuerlig, linjdra funktioner.
(a) Bestédm den exakta losningen till (1) .
(b) Beriikna, om méjligt, en finitelement approximation U € V}, av u.
(c) Forklara varfor problemet i (1) kallas illa stalld?
5. Anviand variabelseparationsmetoden och 16s ekvationen

ut—c2um:0, 0<x<l, t>0
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0
u(xz,0) = sin(rz) + 1sin(3rz), 0<z <1

6. Formulera och bevisa Bessel’s olikhet (I).
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Table of Laplace Transforms and trigonomerty

tf(t) —F'(s)
" f(t) (—1)"F(s)
e U f(t) F(s+a)
f=T)0(t-1T) e T3 F(s)
f(@) sk(s) — f(0)
f7(@) s°F(s) — sf(0) — f'(0)
7 (1) SF(s) — 3 sm (o)
k=1
frydr £
0 s
o(t) %
Ak T
E Sn+1
e—at 1
s+ta
cosh at = j pe
sinh at =2 ﬁ pe
cos bt ﬁ
. b
sin bt po
tsin bt/(2b) s/(s% + b%)?

(f*g)(t) = / (gt — ) dr

2sinasinb =

= cos(a — b) — cos(a + b)

2sinacosb =

= sin(a — b) + sin(a + b)

2cosacosb =

= cos(a — b) + cos(a + b)




TMAG683 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2016—04—02; KL 8:30-12:30. Losningar.

1. Observera att : y(0—) = y'(0—) = 0, och hogerledet &r 8costsinht = 4(e’ cost — et cost).
Laplacetransformering av ekvationen ger

s—1 s+1
(s—1)24+1 (s+1)2+10

s2Y (s) —2Y (s) = 4[

dvs

(s—D[(s+1)2+1] = (s+1)[(s —1)2+1] _4 2(s? —2)
[(s=1)24+1][(s +1)%2+1] [(s=1)24+1][(s +1)2+1]
Vi anvéder partialbraksuppdelning

(s2 = 2)Y(s) =4

As+ B . Cs+D
s2—-25+2 242542
och ddrmed, genom identifiering av koefficienter, far ekvationssystemet:

Y(s) =

A +C =0 (I); koeff. 53
2A +B -2C +D =0 (II);  koeff. 2
94 +2B 420 —2D =0  (III); koeff. s

2B +2D =38 (IV);  koeff. s°.

(III)—2(I) = B =D. Nufran (IV) far vi att B =D = 2. Vidare (I) = C = —A, sa

{A_ +C =0 (1)

Alltsa
—s+2 s+ 2
Y =
() (s—U2+1+(&+U2+1
B s—1 N 1 N s+1 N 1
(51241 (s—=1)2+1 (s+1)2+1  (s+1)2+1°
Dérmed

y(t) = (—cost +sint)e’ + (cost +sint)e " = 2(sint cosht + costsinht), t > 0.

2. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H = {v : ||v]|g < oo, v(0) = v(1) = 0},
patialintegrera &ver I och anviind randdata for att far variationsformulering: Finn u € Hg(I) sa
att

(2) /(u'v’ +bu'v + wv) = /fv, Yo e HY(I).
I I
En Finitelement Metod med ¢G(1) kan formuleras som: Finn U € V)0 s4 att
(3) /(U’v' +bU'v +Uv) = /fu Yo e Vi c HY(I),
I I

dér
V¥ = {v : v styckvis linjir och kontinuerlig i en partition av I, v(0) = v(1) = 0}.
Lat e = u — U, da (2)-(3) ger att

(4) /(e’v' +be'vtev) =0, YveV, (Galerkin Ortogonalitet).
I

Observera att €(0) = e(1) = 0 =

(5) Jee=5 [ =510



A priori feluppskattning: Vi anvénder (4) och (5) och skriver
el = 1€/, + el = (€ + ee) = (3} = [ (' + be'e+ e
_ / (¢/u—UY 406/ (u— U) e — 1)) = {0 = mpu— Ui (4))
I

= / (e'(u — mpu) + be' (u — mhu) + e(u — whu)) < {enligt C-S} <
I
< N[(u = ma)'[Hl€"] + bllu — maulllle’] + [Ju — mnul el
< {ll(w = mp) || + 1+ b)llu — myull Hlell < Ciflhu”|| + (1 + b)l1R*"|| el -

Alltsa har vi foljande a priori feluppskattning;:
lell g < Cil[hu”|| + (1 + ) [|h*u”||}.
Felet 4r minimalt om b= 0

3. For utveckling av f(x) i cosinusserie definierar vi f(z) &ven for ¢ < 0 sa att f(z) blir en jimn
funktion. Vi har da

1 oo
f(z) ~ 540 + Z ay, cos kx,

k=1
dér, for k # 1,

w/2 w/2
Tay = 2/ sinz cos(kx) dox = / (sin(k + 1)x — sin(k — 1)1:) dx
0 0

B [cos(k — Dz cos(k+ 1);10]”/2 _cos(k—1)n/2  cos(k+1)7/2 1 n 1
N k-1 E+1 Jlo k-1 kE+1 k-1 k+1
Da ar
1 - 2
T T -1 42— 1
och
cosnt—1 cos(n+1)m—1 (=1)"—=1 (=1)"*t—1
Ta2n+1 = - = - s
2n 2n+ 2 2n 2n + 2
vilket betyder att
(=P -1 (=1pett-1 ]
Mam+1 = Am+2  2m+1
och
(_1)2m+1 -1 (_1)2m+2 -1 1
TQ4m 43 = - = - :
dm + 2 Im+4 2m +1
Vidare ar
/2 /2 9 /2 1 1
7ra1:2/ sinxcosxdx:/ sin 2x dx = {—COS x} =—+-=1
0 0 2 0 2 2
Alltsa &ar
I 1< 2 2
;+;22 (COS4m+1)(£7COS(4m+3))7; %
m=0 =1
1 1 2 1 2 1
= —+ —cosxr — —cos2xr — —cos3x — — cosdxr + — coshr — ...
T 3 s 157 3T
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4. (a) Med upprep. integration har vi att:
—u'(r) =2 =u"(z) = 2=/ (2) = 20+ A= u(z) = —2* + Az + B,
dar konstanterna A och B bestdms ur randdata:
W(0) =-0+A=1=A=1

wW(l) =-24+A=1=A=3.
Dvs, (1) saknar 16sning.

(b)-(c) Vi anvénder variationsformulering:

1 1
(7) / —u"vdx = / 2-vdx.
0 0

Partiell integration ger
1

VL =[PI]= [ - u’v} - /01 —v'vdr —u' (1)v(1) + o' (0)v(0) + /01 u'v' dx

0

(8) 1 1
:—v(l)—i—v(O)—i—/O u'v da:zQ/O vdr = HL.

Variationsformuleringen blir da: sék u € V := {v : ||v]| + ||v'|| < oo} sa att
1 1
(9) / u'v’da:zQ/ vdr —v(0) + v(1), for allav eV
0 0

Har introduceras rummet
V}, = {alla kontinuerliga styckvis linjira funktioner pa T}, }

med bas funktionerna:
() = —2r+1, 0<z<1/2, () = 2z, 0<z<1/2,
Polt) =19 o, 1/2<z<1, PIEI =Y 2242, 1/2<2<1,

och
w={ 0 0<z<1/2,
=21, 1/2<a< 1.

Finitelementmetoden (FEM): ssk U € V}, sa att
1 1
(10) / U’v’dsz/ vdr —v(0) +v(1), for alla v € V.
0 0

Ansitt U = &opo + 11 + o da dr U’ = &opp + &19] + S2¢5. Inséttning i (FEM) (10) med
v=1; 1 =0,1,2 ger

1 1
/O (S0 + &1 + E20h) ) d = 2/0 w0 dz — ©o(0) + ¢o(1)
1 1
(11) A(@%+fw4+&w9%dx:2[;%dx—wmm+wmn

1 1
/ (opn + 101 + ol )y da = 2/ P2 dr — p2(0) + @a(1)
0 0

Styvhetsmatrisen blir (rékna sjélv!)

1 1 -1 0 2 -2 0
A= n -1 2 -1 =1 —2 4 =2
0 -1 1 0 -2 2

Det leder till ett linjirt ekvationssystem A¢ = b for den okénda vektorn & = (&, xiq, &) med
hogerled:

2 [ podz — o(0) +¢o(1) =1/2 = 1+0 ~1/2
b= 2 prdr—p1(0) +p1(1) =1-0+0 — 1
2 [} pade — a(0) + p2(1) = 1/2 -0+ 1 3/2
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Observera att A &r inte inverterbar. Eftersom det inte finns nagra exakta 16sningar kan man inte
heller forviinta sig att det approximativa metoden kan ge nagra losningar. Alltsa problemet ar illa
stalld fran borjan.
5. Lat u(z,t) = X (x)T(t) # 0. PDEn kan nu skrivas som 7" (t) X (z) = 2T (t) X" (), vilket ger
T'(t) X"(x) T'(t) — A\T(t) =0
12 = =\ el
(12) 2T X(2) F X(@) - A\X(z) =0

Med Dirichlet randdata har vi att A < 0 och karakteristiska ekvationen fér X dr 2 = A, med
rotterna r = +iv/—\. Alltsa kan vi skriva

(13) T(t) = Ae M, X(z)=Ccosv/—\z + Dsinv—\z.

Darmed alla funktioner

u(z,t) = ecz)‘t[C cosvV—Az+ DsinvV—\zx],
med C och D konstanter ( A < 0 godtycklig) satisfierar differentialekvationen. Randvillkoren ger
w(0,8) =Ce M =0=C=0, u(l,t)=De Msiny/—X=0.

Med D # 0 (annars far vi endast den triviala 1gsningen) har vi att sinv/—XA = 0, vilket ger
vV=A=mnm,n=1,2,..., och vi har egenvirden och egenfunktionerna

(14) A= -—n?1?  X,(z) = sinnnz, n=12,....
dvs att vi har en “lésningsprofil” som
(15) un(x,t) = D, (nmo)%t sin(nma).
Med superposition kan vi skriva 16sningen som
o0
(16) u(z,t) = Z Dye=(nme)’t sin(nmx).

n=1

For att bestamma D,, anvander vi begynnelsevillkoret
1
(17) u(z,0) = sin(rz) + 3 sin(3mx).

For enkelhetsskull skriver vi
(18) u(z,0) = f(z),
och anvinder (16) for att fa

(o)
(19) fz) = Z D, sin(nmz).

n=1
Identifiering av hogerleden i (17) och (18) (enligt (19)) ger

1

(20) D, sin(wz) + Do sin(27z) + D3 sin(3nx) + ... = sin(nz) + 3 sin(3mx).

Med identifiering av koefficienter i (20) far vi att Dy =1, Dy =0, D3 =1/2, Dy = D5 = ... =0,
och slutligen, enligt (16), &r losningen

1
u(z,t) = e (me)%t sin(mx) + 567(3‘”@% sin(3mx).

6. Se Lecture Notes.
MA



