Matematik Chalmers

Tentamen i TMA683/TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2,
2017-04-10, kl 8:30-12:30

Telefon: Maximilian Thaller, 031-772 5325

Hjalpmedel: Endast tabell pa baksidan av tesen. Kalkylator ej tillaten.
Betygsgranser, 3: 12-17p, 4: 18-23p och 5: 24-30p

Losningar /Granskning: Se kurshemsidan.

1. Anvind Laplacetransformen for att 16sa differentialekvationen

y'(t) — y(t) = sin 2t, t>0
y(0) =1

2. Lat f(z) = 2 och g(z) =1 — 22, dir = € [0, 1].
a) Visa genom att berikna normer och skaldrprodukter att Cauchy-Schwarz olikhet

ar uppfylld for (f, g).
b) Hitta en funktion h € P(0,1) som #r ortogonal mot f.

3. a) Bestim Fourierserien till den 2-periodiska funktionen f(z) =1 — 2%, z € [-1,1).
b) Anviind resultatet i a) f6r att berdkna summan

=1

4. Hérled variationsformulering och finita element-formulering, samt beréikna styvhets-
och konvektionsmatris och hogerledsvektor for den styckvis linjara finita element-
approximationen till randvéirdesproblemet

{ — 4 (z) + 4 (z) = 1, z € (0,1),
w(0) = u/(1) =0,

pa en likformig partition 7;, av intervallet [0,1] med steglingd h = 1/3. Formulera det
resulterande linjira ekvationssystemet (16sningen behover ej beridknas).

5. Betrakta vagekvationen

=", z € (0,1), t>0,
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,

u(z,0) =z — 22, xz € (0,1)

(z,0) = 0, ze(0,1).

Anvénd variabelseparationsmetoden for att bestdmma 13sningen u(z,t).

6. Betrakta vdrmeledningsekvationen

i —u" =0, ze(0,1), t>0,
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,
u(z, 0) = up(z), xz € (0,1)

Visa att
d
a) %Hull2 +2[u|? =0

b) [lu(, )] < e~ [luoll
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Tabell med Laplacetransformer och trigonometriska formler

tf(t) —F"(s)
trf(t) (—1)"F(s)
e (1) (s +a)
fE=T)0(t—T) e~ TS F(s)
f(t) sF(s) — f(0)
f(@t) s°F(s) —sf(0) = f(0)
f(n) (f) SnF(S) _ Z Snfkf(kfl) (O)
k=1
' frydr 7
0
1

o(t) 5

tm 1
E Sn—i-l

—at ]'
€ s+ a
cosh at = i 2
sinh at = i 2
cos bt ﬁ

. b
S1n bt m

t . S
27 Sin bt 4(52 e

1 . 1
2 (sin bt — bt cos bt) 1 )e

2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)

2sinacosb = sin(a — b) + sin(a + b)

2cosacosb = cos(a — b) + cos(a + b)
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Loésningar.

1. Laplacetransformering med y(0) = 1 ger, eftersom L[sin 2t] = ﬁ,
Y(s) ~y(0) = Y(s) = oy =
sY(s)—vy )= 3a
(s—=1Y(s)=1+ 2 =Y (s) = ! + 2
8 8= s2+4 YT (s=1)(s24+4)
Partialbraksuppdelning ger
2 A Bs+C

G244 s—11 214

dér vi kan multiplicera ihop och fa ekvationssystemet

A+B= 0
~B+C= 0
AA-C= 2

med 16sningen A =2/5, B = —-2/5, C = —2/5. Alltsa

Y(S):(HQ)SI 2 s 1 2

5)s—1 5s2+4 5s2+4
7 2 1
= y(t) = get - gcos2t7 gsin2t, t>0
dir vi anviint att Lle®'] = 1o, Llcosal] = 2o, Llsinat] = .

4

: 5 1 2 x? T ! 1 1 2 1/2
a) Viberiknar (f,g) = [, z(1—2?)dx = [‘7 - j]o = 1, samt || ||z, 0,1) = (fo |z| d:v) =

/2 1/2

1/2 1 1
(1) och gl oo = (Jy 11— 2Pdz)
(ﬁ)l/Q

15) -
Vi vill visa att (f,g) <|fllllgll, dvs att

1 /1 8
<y ==,
4= V3 15

Men detta &r sant, ty om vi kvadrerar bada sidor far vi

1 8
— < = 45<16-8=12
16—45@ 5<16-8 8

vilket &r uppenbart sant.

= (fol(l —2z% + :c4)dx)

(k-

2
3

3 + %x“r’]

b) Att h #r ortogonal mot f betyder att (h, f) = 0. Vi ansiitter h(z) = az +b € P1(0,1) och

skall bestdmma a och b. Vi har

L
3

wla

1 1
0=<(h,f) :/o (azx + b)zdr = {a@;—i—bxj]oz

Vi kan alltsa viilja t.ex. a = 3 och b = —2 (flera val #r mojliga
1

—

1
0

)

1/2



121

FIGUR 1. Den 2-periodiska funktionen f(z) =1 — 2%, = € [-1,1].
3. a) Vi ser att funktionen f(z) dr jamn. Alltsa dr b, =0, n=1,2,..., och

_ag = nmw 2 L nmw .
flz) = 5 —i—nz_:lancos(Lx) med an—L/O f(:r)cos(Lx> de, n=0,1,...

diar 2L = 2, dvs L = 1. Alltsa ar

1 371
T 4
a0:2/(1—x2)dx=2{x—] =-
0 31,0 3

och, forn=1,2,...,

P S PSS LA
anf2/0 (1 — %) cos (nmrx) dm{P.I.}2{(1 x®) sm(nﬂ'x)} + xsin (nmx) dx

nm o nm o
4 4
=5 [~z cos (mras)](l) + W/ cos (nmx) dx
0
4 cosnm 4 . 1 4(-1)™
= gz T s B )l = == e
Dérfor ar

2 4 (=)
flz) = 372 Z ( 2) cos(nmx).
b) Om vi sétter = 1 i Fourierserien ovan, far vi

2 4 (=) 2 41 2 4
O:f(l):ffi ( )Cos(nﬂ)zgfﬁzﬁzf—is
n=1

3 n2 n2 3 m27
n=1

diar S ar den sokta summan. Vi loser ut S och far S = %2.

4. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € V', dar
V= {v:||vll,0,1) + 11V'[£500,1) < 00, v(0) = 0}

och integrera over [0, 1]. Genom partialintegration och med hénsyn till randdata far vi foljande
variationsproblem: Finn u € V sa att

1 1
(1) / (4u'v" +v'v)de = / vdz, YveV.
0 0
En motsvarade Finita Element Metod med ¢G(1) formuleras som: Hitta U € V;, sa att

1 1
(2) / (AU 4+ U'v)dz = / vde, YweV,CV
0 0

2



dar

Vi, = {v : v &r styckvis linjér och kontinuerlig i en partition av [0, 1] med stegléingd h, v(0) = 0}.

Vi ansétter U(z) = &101(x) + Sapa(x) + E303(x) dir
pl@ =), @€ zjo1,1))
pj(r) = %(%’ —T), T €[z, xi41), J=123

0, annars

ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna xz; = j/3, j = 1,2,3. Notera att ¢3 &r en “halv
hatt”.
Vi siitter in U(x) = &1¢1(x) + Eap2(x) + E303(x) 1 (2) och viljer testfunktioner ¢ = ;, i = 1,2, 3.
Vi far da ekvationssystemet

(4A+C)E =,

dér A &r styvhetsmatrisen med element A;; = fol <p;<p;dx, 1,7 = 1,2,3, och C &r konvektionsma-

trisen med element C;; = fol pipde, i,j = 1,2,3. b dr hogerledsvektorn med element b; = j;)l pidx,
i=1,2,3 och &= (&,&,&3)T #r 16sningsvektorn.

Beriikning av matriselementen ger A;; = 2/h, A; ;41 = —1/h, i =1,2 och Ass = 1/h (halv hatt),
samt Cy; = 0, C; 41 = £1/2, 9= 1,2 och Cs3 = 1/2 och resten nollor. Fér hogerledsvektorn far
vib; =h,i=1,2 och bg = h/2.

L2 -1 0] (o 1 0]\ [a 1
2l o2 <14z o0 1) |el=n|1],
hlo —1 1| 20 -1 1]/ |& 1/2
eller, med h = 1/3,
24 —23/2 0 ] [&a 1/3
—95/2 24 —23/2| |&| = |1/3
0 —25/2 25/2 | |é& 1/6

(Lésningen ir & ~ (0.0625,0.1014,0.1148)7".)

5. For att bestdmma u(x, t), siitt u(z,t) = X (2)T'(¢). Insdttning i differentialekvationen ger X"'T =

XT" eller XTH = TTN = A = const. Vi har sett att med homogena randvillkor & A < 0 (&ven for
vagekvationen). Sitt A = —u?. Detta ger

X"+ NzX — O7 T!" — 7:“'2T-

X(0)=X(1)=0.

Losningen for X (x) dr da
X(z) = Acos ux + Bsin pz.
X(0)=0=A=00ch X(1)=0= Bsinu=0 = p=nn (ty B =0 ger trivial 16sning). Vi
har alltsa
[y = MT, X, (x) = B, sinnnz, n=12....
For T géller da
T! = — 12T, = T,(t) = Cy sin (n7t) + D, cos (nmt), n=1,2,....

Superposition ger den allmédnna l6sningen
oo
u(z,t) = Z (Cy sin (nwt) + D, cos (nmt)) sin (nmx) ,
n=1
dédr vi bakat ithop B, med &vriga konstanter. Da 4 (xz,0) = 0 maste vi ha C,, =0, n = 1,2,....
Alltsa géller

o0
u(z,0) =2 — 2% = Z D,, sin (nmx),
n=1
och vi ser att D,, ir Fourier-sinus koefficienter fér funktionen x — x? pa intervallet (0, 1):
3



1 1
2 2
D, = 2/ (z — 2®)sinnrzde = —— [(z — 27) cosmmc]lfo - —/ 2z cosnmx dx
0 nm = nm 0
2 _ 1 2 [t 1 1—(-1)"
= ——— 2xsinnnx| _,+ ———= 2sinnrxdr = ———— |[cosnnz],_, =4—F7F"—
n27r2[ T, n27r2/0 ™ 33 [ L - 373

Alltsa ar 16sningen

u(z,t) =4 Z % cos (nmt) sin (nmx) = Z ﬁ cos ((2m — 1)7t) sin ((2m — 1)7x)

6. Se FEM-boken, sats 2.2.

/TG



