Matematik Chalmers

Tentamen i TMA683/TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2,
2017-01-14, kl 14:00-18:00

Telefon: Tobias Gebéck, 031-772 3547

Hjélpmedel: Endast tabell pa baksidan av tesen. Kalkylator ej tillaten.

Varje uppgift ger max 5 poéing. Betygsgrinser, 3: 12-17p, 4: 18-23p och 5: 24-30p
Losningar /Granskning: Se kurshemsidan.

1. Anviand Laplacetransformer for att 16sa differentialekvationen
y't)+3y () =3 >0
y(0) =1, y'(0) =0

2. Lat f(x) =3 — 22, dax €[0,1].

a) Bestdm den linjdra interpolanten mf € 73(1)(0,1)7 som interpolerar f i d&ndpunkterna
z=0ochz=1.

b) Bestdm Ly-projektionen Pf € P™1(0,1) av funktionen f.

c¢) Visa att [|[Pf — fllz,0,1) < lm1f — fllz,00,1) f6r den givna funktionen f.

3. a) Bestdm Fourierserien till den 1-periodiska funktionen f(z) = sin(nz), x € [0,1).
b) Anvind resultatet i a) till att berikna Fourierserien till den 1-periodiska funktionen
g(x) = cos(mx), x €[0,1).

4. Lat b vara en positiv konstant och f € L3(0,1) en given funktion. Hérled en a priori felupp-
skattning for den styckvis linjara finita element-approximationen pa en likformig partition med
steglangd h for konvektion-diffusions-problemet

{ —u"(z) + bu'(z) = f(z), = e€(0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Anvind energinormen ||w||g = |[w'[|£,(0,1)-

5. Betrakta det inhomogena virmeledningsproblemet

Up = Upy — BT, z € (0,1), t>0,
u(0,t) =1, wu(l,t)=0, t>0,
u(z,0) = a3, z € (0,1).

a) Sétt u(z,t) = v(z,t) + S(x) och bestdm S(z) sa att v(z,t) satisfierar det homogena prob-
lemet
Vg — Vge = 0, z € (0,1), t>0,
v(0,t) =v(1,¢t) =0, ¢t>0,
v(z,0) = 123 — S(z), 2€(0,1)

b) Anvind variabelseparationsmetoden for att bestdimma v(x,t) och dérefter u(x,t).

6. Formulera och bevisa Poincarés olikhet pa ett intervall [0, L.
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Tabell med Laplacetransformer och trigonometriska formler
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2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)
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2cosacosb = cos(a — b) + cos(a + b)




TMA683/TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2017-01-14, kl 14:00-18:00.
Loésningar.

1. Laplacetransformering med y(0) = 1 och 3'(0) = 0 ger, eftersom L[e™3!] = ==

s+37
1
Y (5) = sy(0) — 4/ (0) + 35Y (5) = 3y(0) = —— =
1 s+ 3 1 1 1
2
(7 +3)Y(s) =5+ +s—|—3 () 32+3s+(32+3s)(s+3) s+s(s+3)2
Partialbraksuppdelning ger
1 A B C

s5+32 s 543 (543
dér vi kan bestdmma A =1/9, B=—-1/9, C = —1/3. Alltsa

¥ (s) 1+1 1 1 1 1 1
5) = ) === - —
9)s 9s4+3 3(s+3)2

1 1 1
y(t) = 606(75) — 5(1 + 3t)e 3 = 5 (10— (1+3t)e™™), t>0
dir vi anviint att L[0(t)] = £, Lle™] = =5, L[te ] = ﬁ

2.
a) Den linjira interpolanten 71 f pa [0, 1] ges av

mf(x) = f(0)go(x) + f(N)¢1(x) = FO)(1 —z) + f(D)r =31 —z)+ 20 =3 -z

b) Ly-projektionen Pf av f pa P(1)(0,1) uppfyller (Pf — f) L v,Yo € P(1(0,1). Da {1,2}
ar en bas for P(1(0,1), giller att (Pf — f,v) = 0 for v(z) = 1 och v(x) = z. Ansitt
Pf(z) = ax + b och berékna

! x? "
O(Pff,l)/(ax+b3+x2)d:v{a2+bx3x+3] =—+b—-3+4+:
0 0

1
:>fa+b:§

2 3
L 3 2 41
1
0 3 2 41, 3 2
1, 1,0
3972771
Lésningen ér a = -1, b = %97 dvs Pf(x) = % .

c) Enligt sats i boken &r [|Pf — fllz,0,1) < l¢ = fllzo0,1), Yoo € P1(0,1). Detta giller dven
i vart fall med ¢ = m f.
Alternativt kan man berikna

||771f—f||2:/0 (3—$—(3—$2))2dx=/0 (22 —z)%dr =... =

samt

1 1 2
||Pf—f||2:/0 (1691»(39;2))@/0 (m2x+é) dom =

och alltsa [|Pf — f[| < [lmf — f]].
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FIGUR 1. Den 1-periodiska funktionen f(z) = sinwz, = € [0,1].

3. a) Vi ser att funktionen f(z) dr jimn. Alltsa &r b, =0, n=1,2,..., och

a() 2 L nm
= +Zancos (—x) med Gy = Z/o f(x)cos (Tm) de, n=0,1,...

diar 2L =1, dvs L = 1/2. Alltsa ar

9 [1/2 1 2y
ag = —/ sin(rz)dr = 4 [— cos 71'1,':| =—
1/2 Jo ™ oo

och, forn=1,2,...,
2
1/2

ap =

1/2 1/2
/ sin(mz) cos dx = 4/ sin(mx) cos (2nmx) dx
0 1/2 0

1/2
= /0 (sin ((1 = 2n)7z) + sin ((1 + 2n)7z) ) d

—of - Mrzmﬂ[ Mrzm
N 1—2n 2=0 (1+2n)r  Ja=o
_2 1 —cos ((1-2n)%) 1—cos( +2n)%)

7r 1-2n 1+2n

z _ 4 1 _é 1

T 2n S m(1-2n)(1+2n) 7w1—4n?

Darfor ar
=— - 24 57— C08 (2nmx).

b) Vi har visat i kursen att det &r tillatet att derivera Fourierserier termvis om bada serierna &r
konvergenta. Alltsa géller att

4 2 -
f'(x) = mcos(nz) = = Z 4n2ni 1 sin(2nma) = 8 Z ﬁ sin(2nma)
n=1 n=1

och for den 1-periodiska funktionen g(x) = cosmax, = € [0, 1) géller

Z FrCa. bm (2nmx)

4. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : ||v|| + ||v/]| < 0o, v(0) = v(1) = 0}

och integrera over [0, 1]. Genom partialintegration och med hénsyn till randdata far vi foljande
variationsproblem: Finn u € H}(0,1) sé att

1 1
(1) / (u'v" + bu'v)dz = / fodx, Yve H(0,1).
0 0



En motsvarade Finita Element Metod med cG(1) formuleras som: Finn U € V)2 sd att

1 1
(2) / (U + bU"v)dx = / fudz, Yve VP c H}0,1),
0 0

dér
VY = {v : v &r styckvis linjér och kontinuerlig i en partition av [0, 1] med stegléingd h,
v(0) = v(1) = 0}.
Lat nu e =u — U. Da ger (1)-(2) att

1
3 e'v +be'v) =0, YveV?, Galerkin-ortogonalitet).
h
0

Observera att eftersom e(0) = e(1) = 0, far vi ocksa
1

(1) /01 dedy = ;/01 %(e(m)Q)dx - Be(aﬂ)Q]o 0.

A priori feluppskattning: Genom att anviinda (3) och (4) far vi

1 1 1
lells = l€'l1Z,0.1) :/0 e'e'dx:/o (e’e’—l—be’e)dx:/o (e’(u—U)/—l—be’(u—U))dx

1
={+mu e V;?} = / (e’(u —mpu+ mpu — U) + be' (u — mpu + mpu — U)) dx
0

= /1 (e/(u — mpu) + be' (u — Whu)) dz + /Ol (e/(ﬂ'hu —U) +be (mpu — U)) dx

0
1
= {Eftersom (mpu—U) €V, (3) =} = / (e’(u — mpu) + be' (u — whu)) dx
0
< {Cauchy-Schwarz} < ||(u — mpu)’|| ||€'|| + b|lu — wrull |||
< {feluppskattningar for mu} < C (h[ju”| + bh?||u”[|) [|¢'].

Detta ger med |le||g = ||€/|| att
lellz < C(h+bh?)[lu”]],
vilket &r den sokta feluppskattningen.

5. a) Ansitt u(z,t) = v(x,t) + S(z) och sétt in i ekvationen och randvillkoren:

vt:vm—&-S”(x)—?)x, z€(0,1), ¢>0,
v(0,t) + S(0) = v(l,t)+ S(1)=0, t>0,
v(z,0) + S(z )—2:1:3 z € (0,1).
Vi ser att om S(z) uppfyller
S"(z) = 3z, z e (0,1), t>0,
S0)=1, S(1)=0

sa loser v(x,t) det givna problemet. Integration tva ganger och inséittning av randvillkoren ger att
S(z) =1a% - 3z +1.

b) v(z,t) skall satisfiera det givna homogena virmeledningsproblemet, med v(z,0) = 323 — S(z) =
3
2
For att bestimma v(x,t), sitt v(x,t) = X(x)T(¢). Insdttning i differentialekvationen for v ger
X'"T = XT eller XT = T — X Vi har sett att med homogena randvillkor & A < 0. Sitt

T
A = —pu?. Detta ger

xz— 1.

{X + X =0, T = —u?T.
X(0)=Xx(1)=0.
Losningen for X (z) &r da
X(x) = Acos px + Bsin pz.
X(0)=0=A=00ch X(1)=0= Bsinu=0 = p=nn (ty B =0 ger trivial 16sning). Vi
har alltsa
Ly = —NTT, X (x) = By sinnnz, n=12,....
3



For T géller da
T, = =2 Ty = T(t) = Ce ™™ n=1,2,....

Superposition ger den allménna 16sningen

oo
v(z,t) = Z Bne ™t ginnry.
n=1

Fran begynnelsedvillkoret fas att

3 o0
v(z,0) = 2%~ 1= ZB" sinnmz,
n=1

och vi ser att B,, dr Fourier-sinus koefficienter for funktionen %ac — 1 pa intervallet (0,1):

1

1 1
3 1 1
B, =2 (fa: — 1) sinnrxdr = —3 {i cos mm:} + — cosnmx dr + 2 [ cosmrx}
o \2 nmw z=0 N7 Jo nm =0
3(—1)" —1)" -1 —1)" 42
=— (=1) + [sinmmc]_,lﬁo + 2( ) = _EDt
nw (nm)? = nmw nmw

Alltsa ar 16sningen

oo
1) +2
vz, t) = — Z %e‘"zﬂ% sin nmwx

n=1
och
1 3 — (1) +2
u(z,t) = v(z,t) + S(x) = 53:3 — 37 +1- nZ::l %e_"zwzt sinnmx

6. Se FEM-boken, sats 2.2.
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