Matematik Chalmers

Tentamen i TMA683/TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2,
2018-01-13, kl 14:00-18:00

Telefon: Maximilian Thaller, 031-772 5325; Examinator: Tobias Gebéck, 031-772 3547
Hjalpmedel: Endast tabell pa baksidan av tesen. Kalkylator ej tillaten.
Betygsgranser, 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40-50p

Losningar /Granskning: Se kurshemsidan.

1. Anvind Laplacetransformer for att 16sa differentialekvationen

y' () F4yt) =te™,  t>0
y(0) =1

2. a) Bestdm Fourierserien till funktionen

med perioden %
b) Anvénd resultatet i a) till att berdkna summan S = >~ m

3. Betrakta den inhomogena vagekvationen

iz, t) — 4u” (x,t) =1, z€(0,1), t>0,
1L,6)=0, t>0,

u(z,0) =1— 27, z € (0,1).

i(z,0) = 0, z € (0,1).

Anvind variabelseparationsmetoden f6r att bestimma u(x,t).

4. Harled ett tidsstegnings-schema med Crank-Nicolson-metoden for
begynnelsevirdesproblemet
W (t) +ult) =t, t>0,
{ u(0) =0,

(5p)

(5p)

samt berikna den approximativa losningens virden vid ¢ = 1 och ¢t = 2, da tidssteget At = 1.

5. a) Bestidm viirdet pa konstanten a sa att funktionen
f(z) = 25 — az? blir ortogonal mot alla konstanta funktioner pa intervallet [0, 2].
b) Bestdm Ly-projektionen av f(x) (med virdet pa a fran a)-uppgiften )
pa P)(0,2), dvs pa rummet av alla konstanta funktioner pa intervallet [0, 2].

6. Hiirled variationsformulering och finita element-formulering med ¢G(1)-metoden
for randvérdesproblemet

u’(z) + 3u/(z) =e*, x€]0,1],

u(l) =5

(OBS! Det linjira ekvationssystemet skall ej hiirledas och inga matriselement beriknas.)

7. Antag att f(t) =0, g(t) =0 for t < 0, och att f och g dr av exponentiell ordning.
Visa att L[f * g] = L[f]L]g], dir f * g &r faltningen av f och g.

LYCKA TILL!
/TG

(3p)

(2p)

(6p)

(8p)




2

Tabell med Laplacetransformer och trigonometriska formler

f(t) F(s)
af(t) + bg(t) aF(s)+ bG(s)
tf(t) —F'(s)
" f (1) (=1)"F(s)
et £ (1) F(s+a)
fE=T)0t—-"T) e TsF(s)
f'(t) sF(s) — f(0)
f'() s?F(s) — sf(0) — f'(0)
Fm () s"F(s) =Y s" T fED(0)
k=1
fryr F
0
1
o(t) 3
t" 1
E Sn+1
—at 1
‘ st+a
coshat 5 i 5
s2—a
sinh at 5 a 5
s2—a
cos bt ﬁ
. b
sin bt m
t . b s
o Sin 1
1 . 1
2 (sin bt — bt cos bt) [CFEE
2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)
2sinacosb = sin(a — b) + sin(a + b)
2cosacosb = cos(a — b) + cos(a + b)
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Loésningar.

1

1. Laplacetransformering med y(0) = 1 ger, eftersom L[te=%!] = L enligt forsta forskjutningsregeln,

SY (s) — y(0) + 4Y(s) = ﬁ —
(s+4)Y(s):1+;:>Y(s): ! + !
(s+2)2 s+4  (s+4)(s+2)?
Partialbraksuppdelning i andra termen ger
1 A B C
(s+4)(s+2)2 s1d’

st2  (st2)p
dér vi kan bestimma A =1/4, B = —-1/4, C = 1/2. Alltsa

1N 1 11 1 1
Yis)= (1 ! 1 g
() ( +4)5+4 Is+2 2]

s+ 2)2
5 4 1 —2 1 -2 1 —4 -2
y(t) = e — g gt = g (5 — (L —20)e7), 120
déir vi anvéint att L[e~1] = ﬁ, Lle ] = s_%, Llte™?'] x

G (enligt forsta forskjutningsregeln).

w

|
W=
w e

F1Gur 1. Funktionen f(x) med perioden 2/3.

2. a) Fran figur 1 ser vi att funktionen f(z) varken &r jimn eller udda. Alltsa &r

1 > nm .o/nm
fx) 50 + ; (an cos (Tz) + b, sin (Tx)>
med
1 2
an =7 ; (x)cos(%x) de, n=0,1,...
by, =7 ; (x)sin(%x) dr, n=1,2,...

dér perioden dr 2L = 2/3, dvs L = 1/3. Vi har att

2/3 1/3 1
ap =3 f(x)dx:?)/ :cdxza
0

0
och, forn=1,2,...,

1/3 1 . 1 s
ap, = 3/ zcos (3nwz) dv = — [zsin (3n7z) | :(1)/3
0 nmw r=

nm Jo
1 e=1/3 _cos(nm)—1 (=1)"—1
3(n7)2 [cos (Bnm2) |, o " = 3(nm)®  3(nm)?

sin (3nmz) dx
0+

1



samt

1/3 1 ez 1 V3
b, = 3/0 xsin (3nmx) dr = — [#sin (3n7mc)]r:0 + gy cos (3nmz) dx

sin (3nmz) | _3/3 = %
r= nm

cos(nm) 1
3nm * 3(nm)? [

Alltsa ar
(_ 1)n+1

1 > —1"r =1 .
=7 + ,; <(3(1)17r)2 cos(3nmx) + T sm(?mmg))

b) Om vi sétter = 0 i Fourierserien ovan far vi
2 1 2
= — - — - = - —f
Jrz +Z 3(2k — T 12 3r 221@’—1 12 3nm2

Eftersom f(0) = 0 far vi

37r 1 71'2

2 12 8
3. Ansitt u(z,t) = v(z,t) + S(z) och sitt in i ekvationen och randvillkoren:
B, ) — 40" (2, 1) — 45"(z) = re(0,1), t>0,
v(0,t) +5(0) =1, (1,t)+S( )=0, t>0,
v(z,0) + S(x) =1 — 22, z € (0,1),
i(z,0) = 0, z € (0,1).
Vi ser att om S(x) uppfyller
S (x) = —1, xz € (0,1),
S(0)=1, S(1)=0

sa loser v(z, t) den homogena vagekvationen. Integration tva ganger och inséttning av randvillkoren

ger att S(z) = —ga® — Iz + 1.

v(x,t) satisfierar nu den homogena vagekvationen,

v(z,t) — " (z,t) =0, z € (0,1), t>0,
v(0,t) =0, wv(1,t)=0, t>0,
v(z,0) =1—2% - S(z) = L(z —2?), z€(0,1),
o(x,0) =0, x € (0,1).
For att bestamma v(z,t), ansétt v(x,t) = X(2)T(t). Inséttning i differentialekvationen for v
ger 4X"(z)T(t) = X (z)T"(t) eller %&? =1 T(Sf)) = A. Vi har sett att for vagekvationen med
homogena randvillkor dr A < 0. Sitt dirfor A = —p?. Detta ger
X"z)+ p?X(x) =0, 0<xz<l, T"(t) = —4u?T(t), t> 0.
X(0) = X(1) = 0.

Losningen for X (x) dr da
X(z) = Acos ux + Bsin pz.
X(0)=0=A=00ch X(1)=0= Bsinu=0 = p=mnn (ty B =0 ger trivial 16sning). Vi
har alltsa
ln = nm, X, (x) = By sinnnz, n=12...
(n = 0 ger trivial 16sning X (z) = 0 och n < 0 ger samma losningar som n > 0). For T'(¢) géller da
T/ (t) = —4p2 T, (t) = T, (t) = C,, cos(2n7t) + Dy, sin(2n7t), n=1,2,....

Superposition ger den allmidnna 16sningen
o0
v(z,t) = Z(C" cos(2nmt) + D, sin(2nwt)) sin(nrz).
n=1

Vi har ocksa att

Z —2nwC,, sin(2n7t) 4+ 2nw D,, cos(2nnt)) sin(nmx).
n=1

2


fardin
Pencil

fardin
Pencil


Fran begynnelsevillkoret v(x,0) = 0 fas att D,, =0, n = 1,2,... och villkoret for v(z,0) ger
v(z,0) = Z(x —2?) = i(}' sinnwz
) 8 — n b

och vi ser att C,, &r Fourier-sinus koefficienter for funktionen Z(z — 2?) pé intervallet (0,1), vilka
ges av

L7 7 [z —a® ! 7 [
C, = 2/0 g(x — 2%)sin(nrx) dr = —2 [ e COS(TLﬂ'l‘):l » + Tnm /. (1 = 2z) cos(nmzx) dx
7 [1-22 ! 7 7 1 '
= — 1 e — _2 1 - | ——
T [ e sm(nwx)] Ty /0 (=2) sin(nmz) dz ()2 [ — COS(TL7T1‘):| »
7 71— (=1)"

=—F—(1- = -
Sty (L eos(nm) = 53—
Alltsa &r 16sningen

v(z,t) = g Z 1_71(7:)31)n cos(2nrt) sin(nmrz)
och

_ L 7 T 1o ~
u(z,t) = S(z) +v(z,t) = 5%~ g% +1+ 5 ; (n)? cos(2nmt) sin(nmx)

4. Vi later 4y ~ u(ty) = u(kAt) och approximerar derivatan pa intervallet ¢, <t < ;41 med den
finita differensen
Uga1 — U
/(t) ~ k+1 k

At
dar At &r tidssteget. Enligt Crank-Nicolson-metoden approximerar vi ocksa
1. .
u(t) ~ 5 (e + )
1 1
f(t) = B (f(tes1) + f(tr)) = i(f((k +1)At) + f(kAY))

for tp <t < tpq1. Med f(t) =t har vi da t ~ §((k+ 1)At + kAt) = (k + 3)At. Genom inséttning
i ekvationen far vi alltsa att

Upgr —Ux 1 . 1

vilket leder till tidsstegningsschemat
. 1-4t . k+3
Qs = Tarln + R At k=0,1,2,..
tip =u(0) =0

Med At =1 far vi ekvationen

s = vig+ 2 (k4 &
k+1_3k 3 9

och foljande varden for i;, 7 =0,1,2:

o = 0

2 1 1
{ = — 0 — = —
(31 0+3<+2> 3
ﬁ — 114,2 1+1 —E
27 3373 2) 9

dér 4y =~ u(1) och iy ~ u(2).



a) Foratt f(x) skall vara ortogonal mot alla konstanta funktioner riacker det att (f, 1)r,(0,2) =
0, vilket ger att
2 6 42
: 4 1
0= U nos = [ @ —ae®)-rao= |5 —aZ| %o oR
0 0

och dérmed a = §.

b) Lo-projektionen Pf av f pa P©(0,2) uppfyller (f — Pf) L v,Yv € P©(0,2). Da funk-
tionen v(z) = 1 utgér en bas for P©)(0,2), ansitter vi Pf(z) = ¢ med villkoret att
(f — ¢, 1) =0, vilket ger
2
0= (f—c1)= (f,l)—(c,l):O—/ cdo = —2c
0

och alltsa Pf(z) = c=0.

6. Pga det inhomogena Dirichlet-randvillkoret séker vi l6sningen u i médngden
V={ve  H(0,1):v(0) =0, v(1) =5} = {v: ||v|| + ||[v'|]| < o0, v(0) =0, v(1) =5}
medan vi véiljer testfunktioner fran rummet
Hy = {v: |Jv]| + []']| < o0, v(0) = v(1) = 0}.
1

Vi multiplicerar alltsd ekvationen med en testfunktion v € H}(0,1) och integrerar &ver [0, 1].
Genom partialintegration och med hénsyn till randdata (v(0) = v(1) = 0) far vi foljande varia-
tionsformulering:
Finn v € V sa att

1 1
/ (—u'v" + 3u'v) dx = / e"v(z)dr, Vv € Hy(0,1).
0 0

For att formulera motsvarande Finita Element Metod med ¢G(1)-metoden infér vi den likformiga
partitionen Tj, av intervallet [0, 1] med steglingd h. Vi séker sedan den approximativa lésningen U
i méngden

Vi, = {v : v #r styckvis linjér och kontinuerlig pa 75, och v(0) =0, v(1) =5}.
medan testfunktionerna véljs fran
Vi) = {v : v ar styckvis linjir och kontinuerlig pa Tj, och v(0) = v(1) = 0}.

Finita element-formuleringen lyder alltsa:
Finn U € V), sa att

1 1
/ (U +3U'p)dx = / e“p(x)de, Ype VP,
0 0
7. Se kurslitteraturen, bladet om faltningar.

/TG



