Matematik Chalmers

Tentamen i TMA683/TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2,
2018-04—04, kl 14:00-18:00

Telefon: Henrik Imberg, 031-772 5325; Kontaktperson: Mohammad Asadzadeh, 031-772 3517

Hjilpmedel: Endast tabell pa baksidan av tesen. Kalkylator ej tillaten.
Betygsgranser, 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40-50p
Losningar /Granskning: Se kurshemsidan.

1. Anvéand Laplacetransformer for att 16sa differentialekvationen
y'(t)+2y () +yt)=t, t>0
y(0) =0, y'(0) =1

2. a) Bestdm Fourierserien till den 2-periodiska funktionen

_Jx+1, xe[-1,0)
f(m)_{lam zel0,1)

b) Bestdm sinus-serien f6r funktionen g(z) =1—=z, =z €]0,1].
c) Rita graferna for de tva serierna i a) och b) for x € [—3, 3]. Jamfor och
forklara skillnaderna.

3. Betrakta vidrmeledningsekvationen

w(z,t) —2u”"(z,t) =0, =x€(0,1), t>0,
u(0,t) =1, wu(l,t)=0, t>0,
u(z,0) =1, x € [0,1].

Anvénd variabelseparationsmetoden f6r att bestimma u(x,t).

4. a) Visa, genom att anvinda definitionen, att funktionerna {z,sinz,cosx} &r
linjért oberoende pa intervallet x € [0, 7).
b) Tag fram en linjirkombination av de tre funktionerna som &ir ortogonal mot
bade sinz och cosx pa det givna intervallet (och som inte &r noll dverallt).

5. Hérled variationsformulering och finita element-formulering for den styckvis linjara
finita-element-approximationen for randvardesproblemet

2u" () +u(z) =1, z€]0,1],

u'(0) =0,

u(1l) =0,
Hérled ocksa det motsvarande linjéra ekvationssystemet for en likformig partition 75 av
intervallet [0, 1] med steglingd h = 1/3.

6. a) Antag att w € R. Visa att f6ljande Laplacetransformer giller:
L[cos(wt)](s) = Llsin(wt)](s) =

w
§2 4+ w?’
a+P

b) Visa att om funktionen F &r periodisk med perioden P sa &r F(x)dx

52 + w?

oberoende av a.
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Tabell med Laplacetransformer och trigonometriska formler

f(t) F(s)
af(t) +by(t) (s) +bG(s)
tf(t) —F'(s)
" f(t) (—1)"F ™ (s)
U f(t) F(s+a)
fE=T)0(t—1T) e TsF(s)
f(@) sF(s) — f(0)
1) *F(s) —sf(0) = f(0)
f(n) (t) nF isn kf(k 1)
k=1
! F(s)
[ syar :
1
0(t) 3
tn 1
e—at 1
sS+a
cosh at 2 j 2
sinh at 2 i o
cos bt ﬁ
sin bt R
t s
% sin bt m
! bt — bt cos bt 1
0 (sin bt — bt cos bt) EEDE

2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)

2sinacosb = sin(a — b) + sin(a + b)

2cosacosb = cos(a — b) 4 cos(a + b)
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Losningar.

1. Laplacetransformering med y(0) = 0 och y/(0) = 1 ger, eftersom L[t] = % enligt tabellen,

s2Y(s) —sy(0) — ¥/ (0) + 2sY (s) — 2y(0) + Y (s) = slz —

1 1 1 s2+1
(C+ 25+ DY (s) = 1+ 5 G PR L A TSR | R PO |

Partialbraksuppdelning ger
s2+1 A B C D

s2(s+1)2 :§+37+8+1 * (s+1)2
dir B kan bestimmas med handpaliggning (forling med s? och sitt s = 0) till B = 1. Pa
motsvarande sitt blir D = 2. A och C bestdms genom att multiplicera ihop och identifiera koeffi-
cienter till A = —2 och C' = 2. Alltsa ar

2 1 2 2
Ys)=—F5+—+ 77— =
() +52+s—&—1+(3—1—1)2

y(t) = -2+t +2e " +2te”, >0

1

dir vianvint att L[0(t)] = 1, Lle™"] = =5, L[t] = &, L[te™"] = e (enligt forsta forskjutningsregeln).

FIGUR 1. Funktionen f(x) med perioden 2.

2. a) Fran figur 1 ser vi att funktionen f(z) &r jimn. Alltsa &r b, =0, n=1,2,... och

flz) = %ao + i ay, COS (nfﬂx)

n=1

med
2 [F nmw
anzz/o f(x)cos<fm> de, n=0,1,...

dér perioden &dr 2L =2, dvs L = 1. Vi har att

a0=2/0 f(a:)dsz/O (1—a)de = [~(1—2))_, =1

och, forn=1,2,...,

ap, = 2/0 (1 —x)cos (nmx) de = % [(1—x)sin (mrx)]zzé + %/0 sin (nwx) dx
B 2 cos (nra) 17=1 — 1 — cos(nm) . (=1
=0+ (nm)? [ ( )]9”:0 (nm)? (nm)?
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Alltsa dr Fourierserien

[y

x) = % + Z ZIzn(W_);)n cos(nmx) = 5 % Z ﬁ cos((2k — 1))
n=1 k=1

b) Sinus-serien for g(z) ges av

= i by, sin (%x)

ddr L =1 och
1 1 9 2
by, = 2/ g(z) sin (n7rz) doe = 2/ (1 —a)sin (nmrz) dv = —[ — (1 — z) cos (nmz) | —o— —— [ cos(nmz)dx
0 0 nm r= nm Jo
2 2 . r=1 2
= + W[sm (nmz)| —, = —
for n =1,2,.... Alltsa &r sinus-serien
— 2
Z — sin(nmz)
nmw
n=1
} i 1 1 2 3

F1aur 2. Graferna for Fourier-serierna i uppgift 2 a) (bla) och 2 b) (r6d).

c) Graferna for de tva serierna #r ritade i figur 2. De &r lika pa intervallet (0, 1], men skiljer sig at
genom att sinus-serien motsvarar en udda utvidgning av funktionen till intervallet [—1,0), medan
funktionen f(z) dr jamn.

3. Ansitt u(z,t) = v(z,t) + S(z) och sitt in i ekvationen och randvillkoren:
o(x,t) — 20" (x,t) — 25" (x) =0, z€(0,1), t>0,
v(0,t) + S(0) =1, (Lt)—&—S( )=0, ¢t>0,
v(z,0) + S(x) =1, x € (0,1).
Vi ser att om S(x) uppfyller
S (z) =0, x € (0,1),
S(0)=1, S(1)=0

sa loser v(x, t) den homogena virmeledningsekvationen med homogena randvillkor. Integration tva
ganger och inséttning av randvillkoren ger att S(z) =1— =z

v(x,t) satisfierar nu den homogena viirmeledningsekvationen,
o(x,t) — 20" (x,t) =0, x€(0,1), t>0,

v(0,t) =0, wv(1,t)=0, t>0,
v(z,0)=1-8(x)=2, z¢€(0,1).
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For att bestdmma v(x,t), ansitt v(x,t) = X (x)T(t). Inséttning i differentialekvationen for v ger

2X"(2)T(t) = X(x)T'(t) eller X/((Ug) = %gl((tt)) = A. Vi har sett att for varmeledningsekvationen

med homogena randvillkor &r A < 0. Sitt dirfor A = —p2. Detta ger
X"z)+ p?X(x) =0, 0<x<l, T'(t) = —2u2T(t), t>0.
X(0)=X(1)=0.

Losningen for X (z) ar da
X (z) = Acos px + Bsin px.
X0)=0=A=00ch X(1)=0= Bsinp=0 = p =nx (ty B =0 ger trivial 16sning). Vi
har alltsa
[y = —NT, X, (z) = By sinnra, n=12,...
(n = 0 ger trivial 16sning X (z) = 0 och n < 0 ger samma losningar som n > 0). For T'(¢) géller da
T!(t) = =202 T, (t) = T, (t) = Cpexp(—2(nm)%t), n=1,2,....

Superposition ger den allminna 16sningen
oo
t) = Z C,, exp(—2(nm)*t) sin(nmz).
n=1
Begynnelsevillkoret v(z,0) = = ger

x = v(x,0) g Cp sin(nrx),

och vi ser att C,, dr Fourier-sinus koefficienter for funktionen v(z,0) = x pa intervallet (0,1), vilka
ges av

1 1
2 2
Cp = 2/0 xsin(nrz) de = g [~z cos(mmc)]izo + %/0 cos(nmx) dz

o _ 1\n+1

Alltsa ar 16sningen

N — 9 — (=™ e
v(x,t) = Zimr e =V sin(nma)

och PO
e (_1)n+1
u(z,t) = S(x) +v(z,t) =1—a+ 2; — sin(nmx)
4. a) Funktionerna &r linjért oberoende om ekvationen
(1) MZ + Agsinz + Agcosz =0

endast har l6sningen A\; = Ay = A3 = 0 (dér ekvationen skall gilla for alla = € [0,7]). Genom
insdttning av virdena x = 0,7/2,7 i (1) fas de tre ekvationerna

A3 =0
m
)\1§+A2:0
)\1’/T+>\3:0

vilka har den enda losningen A\; = Ao = A3 = 0.
b) En linjirkombination av de tre funktionerna ges av

F(z) = Mz + Aysinz 4+ Az cosa.
Vi vill bestdmma koefficienterna sa att

(F(z),sinz) = 0 och (F(z),cosz) = 0.
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Vi ser att det gar att multiplicera F(x) med ett godtyckligt tal och att dessa villkor dnda ér
uppfyllda. Vi kan dérfor vilja Ay = 1. Vi har da (anviind formlerna pa formelbladet for att berikna
integralerna)

0= (F(z),sinz) :/ msinxdm—i—)\g/ sinxsinxdw+/\3/ cos zsin zdr = 7r—|—)\2g = Ay = —2
0 0 0
och
T e s 4
0= (F(x),cosz) = / Z Ccos a:dx+/\2/ sin z cos a:da:—i-/\g/ cos x cos xdx = —2+/\gg = \3 = —.
0 0 0 @

Alltsa &r linjairkombinationen
4
F(z)=x —2sinx + —cosx
T
ortogonal mot bade sinx och cosz.

5. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € V', dér
V= {v:[ollLy0,1) + [Vl £a0,1) < 00, v(1) =0}

och integrera 6ver [0, 1]. Genom partialintegration och med hénsyn till randdata far vi foljande
variationsproblem: Finn v € V sa att

1 1
(2) / (—2u"v" + wv)dr = / vde, YveV.
0 0

En motsvarade Finita Element Metod med ¢G(1)-metoden (styckvis linjira basfunktioner) for-
muleras som: Hitta U € V}, sa att

1 1
(3) / (—2U"v + Uv)dz = / vdz, Yv eV,
0 0

dér
Vi, = {v : v dr styckvis linjir och kontinuerlig i en partition av [0, 1] med steglingd h, v(1) = O}.
Vi ansitter U(z) = &opo(x) + E1p1(2) + Lo (x) dir

Fl—aj1), x€lrjoa,z;)

pi(x) = 7@ —2),  wE€lyrpm),  §=012
0, annars

ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna z; = j/3, j = 0,1,2. Notera att ¢o &r en “halv
hatt”.
Vi sétter in U(x) = &wo(z) + &191(z) + E2p2(x) 1 (3) och véljer testfunktioner ¢ = ¢;, i =0,1,2.
Vi far da ekvationssystemet

(=2A+ M)¢& =0,
dér A ar styvhetsmatrisen med element A;; = fol gpégq’ dx,t,7 =0,1,2, och M &r massmatrisen med
element M;; = fol pipjdx, 1,5 =0,1,2. b dr hogerledsvektorn med element b; = fol pidr,i=0,1,2
och & = (&, &1, )7 #r 16sningsvektorn. For enkelhets skull numrerar vi hiir matriselementen fran
0 till 2.
Berékning av matriselementen ger A;; = 2/h, A; ;41 = —1/h, i =1,2 och Agg = 1/h (halv hatt),
samt M;; = 2h/3, M; ;11 = h/6, i =1,2 och Moy = h/3 och resten nollor. Fér hogerledsvektorn
far vi b; = h, i = 1,2 och by = h/2. Detta ger

S[1 -1 0] L2 1 0]\ [@ 1/2
2o 2 ca+ 2 a4 || el =n] 1],
Plo -1 2] %o 1 4]/ |&] 1
eller, med h = 1/3,
L [-106 100 0 1 [e]  [ue
=109 —212 109 | |&] = |1/3
10 109 -212] |&] |13

(Lésningen ar & ~ (—0.3135, —0.2774, —0.1709)T")
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6. Se kompendiet om Fourierserier och Laplacetransformer.
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