Matematik Chalmers

Tentamen i TMA683/TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2,
2018-08-23, kl 14:00-18:00

Telefon: Adam Malik, 031-772 5325; Examinator: Tobias Gebéck, 031-772 3547
Hjalpmedel: Endast tabell pa baksidan av tesen. Kalkylator ej tillaten.
Betygsgranser, 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40-50p

Losningar /Granskning: Se kurshemsidan.

1. Anvind Laplacetransformer for att 16sa integro-differentialekvationen

y'(t) + /Ot y(z)dz = et’lﬁ(t - 1), t>0

y(0) =1

dir 0(t) #r Heaviside’s stegfunktion.

2. Bestiam Fourier sinus-serien med perioden 7 till funktionen
flx)=1—cosz, x€]l0,7/2]

(8p)

3. Anvind variabelseparationsmetoden for att 16sa den homogena virmeledningsekvationen (7p)

w(z,t) — 2u”(x,t) =0, ze€(0,1), t>0,
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0,

u(a,0) = uo(x), z €01
) B 2z, S [07%)
dér UO(l‘)i {2_2;137 HASS [%51] '

4. Lat f(x) =z och g(z) = sinz, dér = € [0, 7].

a) Visa genom att beriikna normer och skalirprodukter att Cauchy-Schwarz olikhet
ar uppfylld for (f, g) pa intervallet [0, 7).
b) Bestdm en funktion h € P™M)(0,7) som &r ortogonal mot g.

5. Hérled variationsformulering och finita element-formulering for den styckvis linjara
finita-element-approximationen fér randvérdesproblemet

u'(z) +ulz) =z, z€][0,1],
u(0) =0,
u'(1) =0,
Hérled ocksa det motsvarande linjéra ekvationssystemet for en likformig partition 75 av
intervallet [0, 1] med steglingd h = 1/2. Kénda matriselement behover ej berdknas.

6. Betrakta den partiella differentialekvationen

{ —u(z) = f, 0<z<l,
u(0) = u(1) = 0.

Givet en likformig partition av [0, 1] med steglingd h, hirled a priori-feluppskattningen
lu=Ullg < Cihllu"||L,-

for den styckvis linjéra finita element-l6sningen U(z). Energmormen definieras av

/2
ot = 'le. = ([ W) "

LYCKA TILL!
/TG

(4p)
(3p)

(9p)




2

Tabell med Laplacetransformer och trigonometriska formler

f(t) F(s)
af(t) + bg(t) aF(s)+ bG(s)
tf(t) —F'(s)
" f (1) (=1)"F(s)
et £ (1) F(s+a)
fE=T)0t—-"T) e TsF(s)
f'(t) sF(s) — f(0)
f'() s?F(s) — sf(0) — f'(0)
Fm () s"F(s) =Y s" T fED(0)
k=1
fryr F
0
1
o(t) 3
t" 1
E Sn+1
—at 1
‘ st+a
coshat 5 i 5
s2—a
sinh at 5 a 5
s2—a
cos bt ﬁ
. b
sin bt m
t . b s
o Sin 1
1 . 1
2 (sin bt — bt cos bt) [CFEE
2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)
2sinacosb = sin(a — b) + sin(a + b)
2cosacosb = cos(a — b) + cos(a + b)
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Loésningar.

1. Enligt tabellen dr L[f(t — T)0(t — T)] = e *TF(s) (2:a forskjutningsregeln). Med f(t) = e
fas F(s) = -7 och med T = 1 blir Laplacetransformen av hégerledet L[e!=10(t — 1)] = e~ 21+,
Laplacetransformering av ekvationen med y(0) = 1 ger alltsa (med hjélp av formler for transformen
av derivata och integral fran tabellen) att

() —y(0) + 1 = o
= (s2+1)Y(8):s+e_SSi1

s s
—t Y = -
() s2+1 te (s—1)(s2+1)

Den forsta termen finns med i tabellen som Laplacetransformen av cost. Faktorn e™* i andra
termen kan hanteras med hjilp av 2:a forskjutningsregeln. Partialbraksuppdelning av resten av
andra termen ger ansatsen

s A n Bs+C

(s—1)(s2+1) s—1 s2+1°
dir A kan bestdmmas med handpalidggning (férling med s — 1 och sétt s = 1) till A =1/2. C kan
bestdmmas genom att séitta s = 0 till C' = A = 1/2. Slutligen bestdms B genom att multiplicera

ihop och identifiera koefficienter for s? till B = —A = —1/2. Alltsa &r

Y(s) = s +1 e s se”*® n e s
PR R (P R I R

= y(t) =cost+ %G(t —1) (e"' —cos(t — 1) +sin(t — 1)), t >0

dér vi anvént att Lle'] = -5, 2:a forskjutningsregeln (med T = 1) samt Laplacetransformer av
sint och cost, vilka alla finns i tabellen.

2. For att fa en sinus-serie utvidgas funktionen f till intervallet [—7/2, 7 /2] som en udda funktion
och gors periodisk med perioden 2L = 7. Den allménna formeln ar

Z b,, sin (n%x)
n=1
med

2 L . /T
bnzz/o f(m)&n(fx)dx, n=12 ...

dér alltsa perioden ér 2L = 7, dvs L = 7/2.
Vi har alltsa, forn =1,2,.. .,

4 w/2
b, = f/ (1 — cosz)sin (2nx) dz
T Jo
4. 1 e=rj2 4 [/
= - [ o, €08 (2nx)}x:0/2 - ;/0 5 (sin (2nx — x) + sin (2nz + x)) dx
2 2 r=m/2
S § T 0 e o —1)z) — on + 1
21— (1)) - 2 g os (2 - 1) — 5 cos (20 + 1)) |7
2 2 1 1 2 [(=1)" 1t +1 4
R T e e
nmw T\2n—-1 2n+1 7 n 4n? —1

1



Alltsa ar Fourier sinus-serien

3. For att bestdmma wu(z,t), ansitt u(x,t) = X (z)T'(t). Insidttning i differentialekvationen ger

)
2X"(x)T(t) = X(x)T'(t) eller );/((;;) = 17® _ A, ddr A &r en konstant. Vi har sett att for

viirmeledningsekvationen med homogena randvillkor dr A < 0. Sitt dirfor A = —p?. Detta ger

{ X"x) +p?X(z) =0, 0<z<l, T'(t) = —2pT(t), t>0.
X(0)=X(1)=0.

Losningen for X (x) dr da
X (x) = Acos px + Bsin pz.

Randvillkoren X(0) =0 = A =0och X(1) =0 = Bsinpy =0 = p = nr, dir n &r ett
heltal (ty B = 0 ger trivial 16sning). Vi har alltsa

[y = NTT, X, (z) = By sinnra, n=12 ...
(n = 0 ger trivial 16sning X (z) = 0 och n < 0 ger samma lésningar som n > 0). For T'(¢) géller da
T (t) = —2u2T,(t) = T,(t)=C,exp(—2(nm)*t), n=12,....

Superposition ger den allmédnna 16sningen
t) = Z C,, exp(—2(nm)?t) sin(nmz).
n=1
Begynnelsevillkoret u(x,0) = ug(z) ger

uo(x) = u(z,0) ZC sin(nmx)

och vi ser att C,, &r Fourier-sinus koefficienter for funktionen ug(x) pa intervallet (0, 1), vilka ges
av

1

1 1/2
Cn= 2/ uo(x) sin(nrz) de = 2/ 2z sin(nmx)dx + 2/ (2 — 2z) sin(nmz)dz
0 0

1/2
4 1/2 4 [1/2
= — [ —x cos(mr:z:)} +— cos(nmx) dx
nm z=0 T Jy
4 1 4 !
~l_-(1= _ =
+ — [ (1—-=x) cos(mrx)} mrenm s cos(nmz) dx
2 nm 4 ) 1/2 2 nm 4 . 1
= ———cos (7) + ()2 [sm(mm)} o + - cos (7) ~ )2 {sm(mrw)Lc:l/2
_ 8 sin
(nm)? 2

Alltsa ar 16sningen

8 « 1"
= Z sin ( ) o—2(nm)’t sin(nmz) = = Z 2k'+)1)e_2(2k+1) sin((2k + 1)mz)

eftersom
nmw {0, n jamnt

sin — =
2 (-1DF, n=2k+1, k=0,1,...
2



a) Vi bersknar (f,g) = [J @sinzdz = [-zcosz]j + [; coszdr = —mcosm = m, samt

e 1/2 s . iy
I fllzs00,7) = (fo |ac|2daz:)l/2 = (%3) och ||gl L, (0,7) = (fo |smsc|2d33) 12 _ (% fo (1 — cos Zx)dx) 1/2 _

. m1/2 a\1/2
([x—%stx]O) = (5 .
fllllgll, dvs att

Vi vill visa att |[(f, g)| < |

— —

< ™ T w2
s _— ==
- 3 2 6

Men detta #r sant, ty om vi kvadrerar bada sidor och férkortar med 72 giller det att visa
att 1 < m2/6, vilket #ir uppenbart sant eftersom 72 > 9.

b) Att h dr ortogonal mot g betyder att (h,g) = 0. Vi ansétter h(z) = ax +b € P1(0,7)
och skall bestimma a och b. Vi har

0=(h,g) = / (az + b)sinazdz = ar + b[— cosz]; = ma + 2b.
0
Vi kan alltsa vélja t.ex. a = 1 och b = —7/2 (flera val dr mojliga).

5. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € V', dér
V= {v[llLy0,0) +1V]|22(0,1) < 00, v(0) =0}

och integrera 6ver [0, 1]. Genom partialintegration och med hénsyn till randdata far vi foljande
variationsproblem: Finn v € V sa att

1 1
(1) / (u'v" +uv)dr = / vdz, Vv eV.
0 0

En motsvarade Finita Element Metod med ¢G(1)-metoden (styckvis linjira basfunktioner) for-
muleras som: Hitta U € V}, sa att

1 1
(2) / (U + Uv)dx :/ vdz, Yv eV,
0 0
dér
Vi, = {v : v &r styckvis linjér och kontinuerlig i en partition av [0, 1] med stegléingd h, v(0) = 0}.

Vi ansétter U(x) = &1o1(x) + Sapa(x) dar

p@ =), @€ zj1,1))
pi(@)=q gz —2), welr ), =12
0 annars

ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna z; = 1/2 och zo = 1. Notera att s dr en “halv
hatt” och att ingen basfunktion (“hatt”) behovs i = 0 eftersom vi har ett homogent Dirichlet-
villkor 4(0) =0 .
Vi sitter in U(x) = &1o1(x) + Eapa(x) 1 (2) och viljer testfunktioner ¢ = ¢;, i = 1,2. Vi far da
ekvationssystemet

(A+M)E=b,
dér A &r styvhetsmatrisen med element A;; = fol <p§<p;-dx, 1,7 = 1,2, och M &r massmatrisen med
element M;; = fol pipjdx, i,j = 1,2. b &r hogerledsvektorn med element b; = fol pidz, 1 =1,2 och
€= (£&1,&)7T &r 16sningsvektorn.
Beriikning av matriselementen ger A3 = 2/h, A; ;41 = —1/h, i = 1,2 och Ayy = 1/h (halv hatt),
samt M1y = 2h/3, M; ;o1 = h/6,i=1,2 och My = h/3. For hogerledsvektorn far vi

1 1/2 1 943 1/2 93 1
by = / 1 () doe = / x2z dx +/ z(2—2z)de = [x] + |:$2 - x}
0 0 1/2 3 lazo 3 laz1y2

1 2 1 1 1
BECRAE U R TL



och

1 1 3 271
2 2 1 1 1
bgz/:mpg(x)dx:/ m(?x—l)dx—{m—x] ———(—)—5
0 12 3 2),,, 3 2 \12 8)

Alltsa blir ekvationssystemet, med h = 1/2,
o[2 —1 L[4 1]\ [a] _[1/4
-1 1 121 2 | |b/24]|°

e )= [

eller om man sa vill

(Losningen &r ¢ =~ (0.165,0.242)7")
6. Se kursboken, sats 7.1 och 7.2.

/TG



