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Låt

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = 1, xk − xk−1 = h =
1

n
,

och betrakta

Vh = {f ∈ C[0, 1] : f linjär på vart och ett av intervallen [xk−1, xk], k = 1, . . . , n}.

(a) Visa att Vh är ett underrum i C[0, 1].

(b) Låt φk ∈ Vh, φk(xi) = δik. Visa att funktionerna {φk}n
k=0 bildar en bas i Vh.

(c) Betrakta V 0
h = {f ∈ Vh : f(0) = f(1) = 0}. Visa att V 0

h är ett underrum i

Vh och bestäm dess dimension.

(d) Låt a(x) vara en kontinuerlig positiv funktion på intervallet [0, 1]. Inför

skalärprodukten 〈f, g〉a =
∫ 1

0
a(x)f ′(x)g′(x)dx. Visa att 〈., .〉a verkligen de�nierar

en skalärprodukt i V 0
h . Funktionerna i V 0

h är egentligen inte deriverbara i [0, 1]; hur
ska man tolka integralen ovan?

(e) Låt u(x) = sin(πx), n = 4, a(x) = 1 för alla x ∈ [0, 1]. Bestäm en funktion

U ∈ V 0
h sådan att 〈u − U, v〉 = 0 för alla v ∈ V 0

h . Funktionen u tillhör inte V 0
h ; i

vilket rum är det naturligt att betrakta skalärprodukten? Ge en geometrisk tolkning

av U och 〈u − U, u − U〉 1
2 .
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