Partiella differentialekvationer F, TMA690, 04 /05
Maximumprincipen for linjara elliptiska PDE

SATS. Lat Q vara ett begrinsat omrade i R™ och antag att v € C?*(Q)NC(Q) ar
en 16sning till den partiella differentialekvationen

Lu = z”: a'-(x)aQ—u + zn:b(a:)% + c(z)u = f(x)
N ij=1 7 OO i=1 N O N ’
dir alla koefficienter och hogerledet tillhér C(Q), operatorns principaldel upp-

fyller 377 aii(2)&§; > 0 for alla z € Q och ¢ € R, samt maxg c(z) < ¢ < 0.

Da giller att: (i) Om f = 0 och l6sningen w inte ar identiskt lika med 0, sa kan
u inte ha lokala extrema i €.

(ii) Losningen u satisfierar aprioriuppskattningen

1
max |u(z)| < max |u(x)| + — max|f(x)|.
nax u(e)] < masfu(o)] + 1 max|f (z)

Bevis: (i) Lat f = 0. Det récker att bevisa att u varken kan ha positivt lokalt
maximum eller negativt lokalt minimum i en inre punkt i Q (férklara varfor!).
Antag att u har positivt lokalt maximum i xq € . Da géller att

ou
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Lat oss reducera operatorns principaldel till kanonisk form i z( (det later sig goras

i en enskild punkt, oavsett rummets dimension). I punkten y,, som motsvarar
i de nya koordinaterna, far vi da principaldelen

Z)‘agyo

dar alla \; > 0 (eftersom L:s principaldel motsvarades av en positivt semidefinit
kvadratisk form). Losningen har lokalt maximum i yo i de nya koordinaterna,
vilket medfor

(ko) =0 foralla i=1,2,...,n

2
%(yg) <0 foralla i=1,2,...,n,
Yi
och vi far att
. u
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Ur ekvationen foljer da
0= LU(ZL‘()) = Z CLZ‘]‘(ZE())
= 8 0
<04 04 c(zo)u(zo) < coulxg) < 0,

(zo)u(zo) <

vilket ar en motsagelse. Pa samma satt visas att u inte kan ha negativt lokalt
minimum i en inre punkt.

(ii) Uppskattningen kommer uppenbarligen att gélla om max, g |u(z)| antas pa

randen. Om max, g |u(z)| antas i en inre punkt maste det handla om ett positivt

lokalt maximum eller ett negativt lokalt minimum. Antag att max,.q |u(x)| =

u(xg), dar zg € Q och u har positivt lokalt maximum i xy. Som forut far vi

zo) = Lu(xg) = a;i(x

[ (o) (o) ;::1 3 0)8 @xj
<0+ 0+ e(zg)u(xo),

vilket medfor att (observera att c¢(zg) < 0)

— wulza) — f(%): f(fo)
maxfu(@)] = ulw) =< T2 = ey | =

(zo)u(zo) <

a1 (2)].
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Fallet med negativt lokalt minimum hanteras analogt. Beviset ar darmed klart.

SATS. (Entydighet) Randvardesproblemet
Lu=f i Q,
U |89 = ¥,

har hogst en klassisk 16sning.

BEviS: Givet tva losningar, maste deras skillnad v vara l6sning till
Lv=0 1 Q,
v oa =0,

pa grund av lineariteten. Ur aprioriuppskattningen foljer da att

max [v(z)| <0+ 0,

€S

och darmed v = 0.

ANMARKNING. Antagandet om koefficienternas och hogerledets kontinuitet kan
forsvagas nagot. Las igenom beviset noga och forsok avgora vad man kan anta
istallet.



