Partiella differentialekvationer F, TMA690, 04 /05
Poincarés olikhet (a.k.a. Friedrichs olikhet)

SATS. Lat Q vara ett begriansat omrade i R"® med rand 99 € C! (atminstone
styckvis). Lat u € H(Q2) (reell funktion). Da galler olikheten

[ullz2) < Cal|Vul|L2)-

BEvVIs: Betrakta funktionen ¢ som definieras av

Det ar uppenbart att Ay = 1. Greens asymmetriska formel for funktionerna u?

och ¢ ger da

]2 = / WPz = / A dr — — / 2u(Vu - Vi) d 40,

eftersom u € H}(Q). Valj nu konstanten Cgq sa att 2max|Vy| < Cq i Q (det
dr uppenbart att detta later sig goras, eftersom Vo(x) = %x och omradet €2 &ar
begrénsat). Vi anviander nu Cauchy-Schwarzs olikhet tva ganger, en gang i R”
och en gang i L*(QQ), och far

]2y < / ou| [Vu - V| da < / olul [Vl [V | do <
< Cq / ] [Vl d < Collul2(ey [Vl [ 22(sy.
Q

och olikheten foljer.

SATS. Den bilinjara funktionalen
(u, v) g = / Vu-Vvdez,
Q

ar en skalarprodukt i HJ(Q2). Normen som genereras av {(u,v) gy ar ekvivalent
med H'-normen pa H} ().



Bevis: Foljer direkt ur uppskattningen
lullfy < llullfn < (CF + DllullF,

for alla u € H(Q).

ANMARKNING. Normernas ekvivalens medfor att funktionsrummet Hj(Q) ar
fullstandigt dven m.a.p. Hi-normen (fyll i detaljernal), vilket i sin tur gor det
mojligt att anvanda Rieszs representationssats och fa existens av en funktion
u € H}(Q2) sadan att

<U, 'U>Hé = <f7 U>L2(Q) Vv € H&(Q)v
d.v.s. existens av svag 16sning for Dirichlets problem

“Au=f i Q,

u|aQ =0.



