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Rieszs representationssats

En {6ljd {x,}22, i ett normerat rum kallas Cauchyfoljd om

Ve>0 3N: Vm,n>N ||z, — x| <e.

Alla konvergenta foljder &r Cauchyfoljder (visa det!). Ett rum kallas fullstdndigt
om aven det omvéanda pastaendet dr sant, d.v.s. om alla Cauchyfoljder i rummet
konvergerar mot ett element i rummet. Ett fullstindigt normerat rum kallas
Banachrum. Exempel pa Banachrum ar R (oavsett norm), R™ (oavsett norm),
Cla, b] med max-normen, L*(Q2) med L*normen, H'(Q2) med H'-normen, H} ()
med H'-normen, H}(2) med Hj-normen. Exempel pa icke-fullstandiga rum &r
Q (med den vanliga | - |-normen), Ca, b] med L*-normen.

Ett linjart rum med skalarprodukt H kallas Hilbertrum om det ar fullstandigt
m.a.p. den norm som genereras av skalarprodukten, d.v.s. om alla Cauchyfoljder
i H konvergerar mot element i H. Exempel pa Hilbertrum ar R med den vanliga
skalarprodukten, L?(2) med L?-skaldrprodukten, H'(Q) med H'-skalarprodukten,
H(Q2) med H'-skalarprodukten, HJ(2) med Hj-skalarprodukten.

En linjar avbildning fran ett normerat rum X till R (eventuellt C) kallas linjar
funktional. En linjar funktional f pa X kallas begransad om det finns en konstant
C sadan att

[f(@)] <zl VeeX.

En linjar funktional ar begransad om och endast om den ar kontinuerlig. Mangden
av alla begransade linjara funktionaler pa X kallas X:s dualrum och betecknas
med X*. Aven X* ar ett normerat linjart rum, dar

(afi +8f)(x) = afilz) + Bfa(z) VzeX,  |fll= Sup |f ()]
Om H ar ett Hilbertrum och zy € H, kan vi definiera en linjar funktional f med
likheten
f(z) = (x, x0) Ve € H.

Ur Cauchy-Schwarzs olikhet foljer att f &r begrinsad samt att ||f|| < ||zo]|.

Eftersom dessutom
To 1
f( ) = L (w0, 20) = |Joll,
|[ol| |ol|
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far vi att ||f||m+ = ||zo||m. Rieszs representationssats siger att alla begrénsade
linjara funktionaler pa H fas pa det viset, d.v.s. att H* ~ H.

LEMMA. Lat H vara ett Hilbertrum och lat f vara en begransad linjar funktional
pa H. Da galler att

dim N(f)* =0 om f=0,
och

dim N(f)* =1 om f#0.

BEvIS: Om f = 0, sa har vi att N(f) = H och N(f)* = {0}. Lat nu f # 0.
Nollrummet till f &r ett slutet underrum i H (eftersom f &r kontinuerlig) och
satsen om ortogonalprojektion ger H = N(f) ® N(f)* (d.v.s. for varje v € H
finns entydigt bestimda y € N(f), z € N(f)*, sddana att z = y + 2). Tag
x € H sadant att f(z) # 0. Motsvarande z maste da vara skilt fran 0 (annars
far vi x = y € N(f)). Det betyder att dim N(f)t > 1. Antag nu att zy, 2y
ar tva element i dim N(f)%. Eftersom f(z1), f(22) # 0, kan vi vilja o € R sa
att f(z1) + af(z2) = 0. Lineariteten ger da f(z; + az) = 0. Eftersom N(f)*
ar linjart rum, foljer att 2; + az € N(f)*, dv.s. 21 +az € N(f) N N(f)*.
Men, N(f) N N(f)*+ = {0}, alltsa &r z;, 25 linjart beroende och dim N(f)+ < 1.
Tillsammans med olikheten vi fick ovan ger detta dim N(f)* = 1.

SATS. (FRIGYES RIESz) Lat H vara ett Hilbertrum och lat f vara en begrénsad
linjar funktional pa H. Da finns ett entydigt bestamt element zy € H sadant att

f(z) = (x,x0) Ve € H.

Dessutom géller att || f]| = ||zol]-

BEvVIS: For f =0, vilj 2o = 0. Om f # 0, tag 20 € N(f)* sadant att ||2]] = 1
(ett sddant element finns enligt lemmat, ty dim N(f)* = 1). For alla x € H kan
vi nu skriva

x=2x— (x,20)20 + (, 20) 20

Eftersom = — (x, 20)20 L 20, far vi att = — (z, 20)20 € (N(f)*)*. Av entydigheten
i satsen om ortogonalprojektion foljer att (N(f)1)+ = N(f): det dr & ena sidan
uppenbart att N(f) C (N(f)1)*t; & andra sidan, om y € (N(f)Y)* och y =
Y1 + 21, dir y; € N(f) och z; € N(f)*, sa far vi att y; € N(f) € N(f)* och
p.g.a. entydigheten i H = N(f)* @ (N(f)*)*t, maste y = y1, 21 = 0, vilket ger
att (N(f)*)" = N(f).

Vi har alltsa att = — (z, z0)z0 € N(f), vilket &r samma som att f(x — (x, z0)2z0) =
f(x) — (x,20)f(20) = f(z) — (z, f(20)20) = 0 och vi far det 6nskade resultatet
med zo = f(z20)20-



Antag nu att det finns tva element i H, z; och x9, med egenskapen f(x) =
(x,x1) = (x,29) VYV € H. Av det f6ljer att (z,zy —x9) =0 Va € H och genom
att vilja z = 1y — oy far vi ||z — 2||> = 0, d.v.s. 21 = s.

Pastaendet om normen har vi redan visat.

ANMARKNING. Antagandet om fullstandighet ar vasentligt. Betrakta den linjira
funktionalen [ : C[—1,1] — R, dar C[—1,1] ar utrustat med L2-skalarprodukt
och

1) = [ s
Visa att
(i) N(1) # C[-1,1;
(ii) N()* = {0}

(iii) det finns ingen funktion ¢ € C[—1,1] sadan att I(f) = f_ll o(x) f(x)dx for
alla f € C[-1,1].



