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Rieszs representationssats

En följd {xn}∞n=1 i ett normerat rum kallas Cauchyföljd om

∀ε > 0 ∃N : ∀m, n > N ||xm − xn|| < ε.

Alla konvergenta följder är Cauchyföljder (visa det!). Ett rum kallas fullständigt
om även det omvända p̊ast̊aendet är sant, d.v.s. om alla Cauchyföljder i rummet
konvergerar mot ett element i rummet. Ett fullständigt normerat rum kallas
Banachrum. Exempel p̊a Banachrum är R (oavsett norm), Rn (oavsett norm),
C[a, b] med max-normen, L2(Ω) med L2-normen, H1(Ω) med H1-normen, H1

0 (Ω)
med H1-normen, H1

0 (Ω) med H1
0 -normen. Exempel p̊a icke-fullständiga rum är

Q (med den vanliga | · |-normen), C[a, b] med L2-normen.

Ett linjärt rum med skalärprodukt H kallas Hilbertrum om det är fullständigt
m.a.p. den norm som genereras av skalärprodukten, d.v.s. om alla Cauchyföljder
i H konvergerar mot element i H. Exempel p̊a Hilbertrum är R med den vanliga
skalärprodukten, L2(Ω) med L2-skalärprodukten, H1(Ω) med H1-skalärprodukten,
H1

0 (Ω) med H1-skalärprodukten, H1
0 (Ω) med H1

0 -skalärprodukten.

En linjär avbildning fr̊an ett normerat rum X till R (eventuellt C) kallas linjär
funktional. En linjär funktional f p̊a X kallas begränsad om det finns en konstant
C s̊adan att

|f(x)| ≤ C ||x|| ∀x ∈ X.

En linjär funktional är begränsad om och endast om den är kontinuerlig. Mängden
av alla begränsade linjära funktionaler p̊a X kallas X:s dualrum och betecknas
med X∗. Även X∗ är ett normerat linjärt rum, där

(αf1 + βf2)(x) = αf1(x) + βf2(x) ∀x ∈ X, ||f || = sup
||x||=1

|f(x)|.

Om H är ett Hilbertrum och x0 ∈ H, kan vi definiera en linjär funktional f med
likheten

f(x) = 〈x, x0〉 ∀x ∈ H.

Ur Cauchy-Schwarzs olikhet följer att f är begränsad samt att ||f || ≤ ||x0||.
Eftersom dessutom

f

(
x0

||x0||

)
=

1

||x0||
〈x0, x0〉 = ||x0||,
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f̊ar vi att ||f ||H∗ = ||x0||H . Rieszs representationssats säger att alla begränsade
linjära funktionaler p̊a H f̊as p̊a det viset, d.v.s. att H∗ ' H.

Lemma. L̊at H vara ett Hilbertrum och l̊at f vara en begränsad linjär funktional
p̊a H. D̊a gäller att

dim N(f)⊥ = 0 om f = 0,

och
dim N(f)⊥ = 1 om f 6= 0.

Bevis: Om f = 0 , s̊a har vi att N(f) = H och N(f)⊥ = {0}. L̊at nu f 6= 0.
Nollrummet till f är ett slutet underrum i H (eftersom f är kontinuerlig) och
satsen om ortogonalprojektion ger H = N(f) ⊕ N(f)⊥ (d.v.s. för varje x ∈ H
finns entydigt bestämda y ∈ N(f), z ∈ N(f)⊥, s̊adana att x = y + z). Tag
x ∈ H s̊adant att f(x) 6= 0. Motsvarande z måste d̊a vara skilt fr̊an 0 (annars
f̊ar vi x = y ∈ N(f)). Det betyder att dim N(f)⊥ ≥ 1. Antag nu att z1, z2

är tv̊a element i dim N(f)⊥. Eftersom f(z1), f(z2) 6= 0, kan vi välja α ∈ R s̊a
att f(z1) + αf(z2) = 0. Lineariteten ger d̊a f(z1 + αz2) = 0. Eftersom N(f)⊥

är linjärt rum, följer att z1 + αz2 ∈ N(f)⊥, d.v.s. z1 + αz2 ∈ N(f) ∩ N(f)⊥.
Men, N(f) ∩N(f)⊥ = {0}, allts̊a är z1, z2 linjärt beroende och dim N(f)⊥ ≤ 1.
Tillsammans med olikheten vi fick ovan ger detta dim N(f)⊥ = 1.

Sats. (Frigyes Riesz) L̊at H vara ett Hilbertrum och l̊at f vara en begränsad
linjär funktional p̊a H. D̊a finns ett entydigt bestämt element x0 ∈ H s̊adant att

f(x) = 〈x, x0〉 ∀x ∈ H.

Dessutom gäller att ||f || = ||x0||.

Bevis: För f = 0, välj x0 = 0. Om f 6= 0, tag z0 ∈ N(f)⊥ s̊adant att ||z0|| = 1
(ett s̊adant element finns enligt lemmat, ty dim N(f)⊥ = 1). För alla x ∈ H kan
vi nu skriva

x = x− 〈x, z0〉z0 + 〈x, z0〉z0.

Eftersom x−〈x, z0〉z0 ⊥ z0, f̊ar vi att x−〈x, z0〉z0 ∈ (N(f)⊥)⊥. Av entydigheten
i satsen om ortogonalprojektion följer att (N(f)⊥)⊥ = N(f): det är å ena sidan
uppenbart att N(f) ⊂ (N(f)⊥)⊥; å andra sidan, om y ∈ (N(f)⊥)⊥ och y =
y1 + z1, där y1 ∈ N(f) och z1 ∈ N(f)⊥, s̊a f̊ar vi att y1 ∈ N(f) ⊂ N(f)⊥ och
p.g.a. entydigheten i H = N(f)⊥ ⊕ (N(f)⊥)⊥, måste y = y1, z1 = 0, vilket ger
att (N(f)⊥)⊥ = N(f).

Vi har allts̊a att x−〈x, z0〉z0 ∈ N(f), vilket är samma som att f(x−〈x, z0〉z0) =
f(x) − 〈x, z0〉f(z0) = f(x) − 〈x, f(z0)z0〉 = 0 och vi f̊ar det önskade resultatet
med x0 = f(z0)z0.
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Antag nu att det finns tv̊a element i H, x1 och x2, med egenskapen f(x) =
〈x, x1〉 = 〈x, x2〉 ∀x ∈ H. Av det följer att 〈x, x1−x2〉 = 0 ∀x ∈ H och genom
att välja x = x1 − x2 f̊ar vi ||x1 − x2||2 = 0, d.v.s. x1 = x2.

P̊ast̊aendet om normen har vi redan visat.

Anmärkning. Antagandet om fullständighet är väsentligt. Betrakta den linjära
funktionalen l : C[−1, 1] → R, där C[−1, 1] är utrustat med L2-skalärprodukt
och

l(f) =

∫ 1

0

f(x)dx.

Visa att

(i) N(l) 6= C[−1, 1];

(ii) N(l)⊥ = {0};

(iii) det finns ingen funktion ϕ ∈ C[−1, 1] s̊adan att l(f) =
∫ 1

−1
ϕ(x)f(x)dx för

alla f ∈ C[−1, 1].
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