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1. Finn den allmänna lösningen till di�erentialekvationen
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+
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= 0. (6p)

2. Lös begynnelse- och randvärdesproblemet

utt = a2uxx, x > 0, t > 0;

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x > 0; u(0, t) = µ(t), t > 0,

där µ ∈ C2[0,∞), µ(0) = µ′(0) = µ′′(0) = 0. Ge en fysikalisk tolkning för problemet
och lösningen. (8p)

3. Låt Ω vara ett begränsat område i Rn (du kan välja n = 2) och låt CT = Ω×(0, T ].
Antag att u ∈ C2(CT ) är en lösning till ut − ∆u = f i CT , sådan att u = 0 på
∂Ω× [0, T ]. Visa att∫

Ω

u2(x, s) dx ≤
∫

Ω

u2(x, 0) dx + 2

∫
Cs

|u| |f | dx dt. (8p)

4. En begränsad tredimensionell kropp Ω utsätts för en periodisk yttre påverkan
F (x, t) = a2f(x)eiωt. Kroppens vibrationer beskrivs av vågekvationen

∂2 ·
∂t2

− a2∆ · = F (x, t).

(a) Om u = u(x) är amplituden för Ω:s vibrationer och frekvensen är densamma
som i den yttre kraften, härled en di�erentialekvation för u(x). (2p)

Förutsatt att du har räknat rätt, har du nu för u(x) fått Helmholtz ekvation

∆u + k2u = −f i Ω (k antas vara positiv).

Uppgiften går ut på att visa en motsvarighet till medelvärdesegenskapen för lös-
ningarna till Helmholtz homogena ekvation ∆u + k2u = 0.
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Antag att Ω ⊂ R3 är ett (öppet) område och låt x0 ∈ Ω samt låt u ∈ C2(Ω) vara
en lösning till ∆u + k2u = 0. De�niera

I(r) =
1

4πr2

∫∫
Sr(x0)

u dS.

(b) Visa att I satis�erar r2I ′′(r) + 2rI ′(r) + k2r2I(r) = 0. (4p)

(c) Finn I(r). (Tips: Gör substitutionen Y = rI; bestäm konstanterna givet
de�nitionen för I.) (4p)

(d)Härled för lösningen u en motsvarighet till harmoniska funktioners medelvärdes-
egenskap. (2p)

5(a). Ange variationsformuleringen för Dirichlets problem med homogena randvill-
kor för Laplaces operator för ett område i Rn (R2). (2p)

(b) Formulera och bevisa Poincarés (Friedrichs) olikhet. (4p)

(c) Visa att H1- och H1
0 -normerna är ekvivalenta i H1

0 (Ω), där Ω är ett begränsat
område i Rn (R2). (4p)

6. Formulera och bevisa en a priori feluppskattning i H1-norm för FEM-lösningen.
(6p)
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