TMA 690

Matematik CTH

Tentamensskrivning i Partiella differentialekvationer F

Datum: 2005-08-15, kl. 14.00 - 18.00.

Hjalpmedel: Inga, ej heller riknedosa.

Telefonvakt: Christoffer Cromvik, tel. 0762-721860, bestker salen ca 15.00 och 17.00.
OBS! Linje, inskrivningsar och personnummer skall anges pa skrivningsomslaget.

1. Finn den allménna 16sningen till differentialekvationen

,0*u Pu  Pu  Ou

e 2x0x@y + Iy + 9y 0. (6p)

2. Los begynnelse- och randvardesproblemet

Uy = QP Upy, T > 0, t > 0;
u(z,0) =0, ug(z,0) =0, x >0; u(0,t) = pu(t), t >0,

diir p € C?[0,00), p(0) = ' (0) = 1’(0) = 0. Ge en fysikalisk tolkning for problemet
och 16sningen. (8p)

3. Lt Q vara ett begréinsat omrade i R" (du kan véljan = 2) och lat Cp = Qx (0, T7.
Antag att u € C?(Cyr) ér en l6sning till u; — Au = f i Cp, sadan att v = 0 pa
0 x [0,T]. Visa att

/Quz(x,s)dzvg/guz(:v,())dx+2/ lu| | f| dz dt. (8p)

s

4. En begransad tredimensionell kropp €2 utsitts for en periodisk yttre paverkan
F(x,t) = a®f(z)e™!. Kroppens vibrationer beskrivs av vagekvationen
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(a) Om u = u(z) dr amplituden for Qs vibrationer och frekvensen adr densamma
som i den yttre kraften, hirled en differentialekvation for u(z). (2p)

Forutsatt att du har riknat riatt, har du nu for u(z) fatt Helmholtz ekvation
Au+ku=—f i Q (k antas vara positiv).

Uppgiften gar ut pa att visa en motsvarighet till medelvirdesegenskapen for 16s-
ningarna till Helmholtz homogena ekvation Au + k?u = 0.



Antag att Q C R? ér ett (Oppet) omrade och 1at 2y € 2 samt lat u € C?*(Q) vara
en 16sning till Au + k?*u = 0. Definiera

1
I(r) = ds.
(r) 477'7"2 //Sr(xo)u S

(b) Visa att I satisfierar r2I”(r) + 2rI'(r) + k*r*I(r) = 0. (4p)
(c) Finn I(r). (Tips: Gor substitutionen Y = rI; bestdm konstanterna givet
definitionen for 1.) (4p)

(d) Hirled for 16sningen u en motsvarighet till harmoniska funktioners medelvirdes-
egenskap. (2p)

5(a). Ange variationsformuleringen fér Dirichlets problem med homogena randvill-
kor for Laplaces operator for ett omrade i R™ (R?). (2p)

(b) Formulera och bevisa Poincarés (Friedrichs) olikhet. (4p)

(c) Visa att H'- och Hj-normerna ar ekvivalenta i H}(Q), dir Q dr ett begriinsat
omrade i R" (R?). (4p)

6. Formulera och bevisa en a priori feluppskattning i H'-norm féor FEM-16sningen.
(6p)



